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CAPÍTULO O - PRESENTACIÓN
Presentación
Hemos de decir que el proceso de elaboración de este volumen no ha seguido el camino
prescripciones curriculares —n escritura ad hoc de los capítulos; sino más bien el inverso. Ello
nos ha permitido (sin desterrar la prudencia) dar a cada capítulo una coherencia interna que
creemos necesaria, tanto didáctica como matemáticamente; y también —casi sin darnos
cuenta— estudiar unos contenidos curriculares con más detenimiento (y hasta con más
gusto) que otros. No nos arrepentimos de ello, porque pensamos que ese es un derecho peda-
gógico de cada profesor y que ese derecho debería ser exquisitamente preservado en aras de
una educación viva, flexible y entusiasta.
El proceso de construcción seguido —y largos intercambios de opiniones— ha tenido
algunas consecuencias no del todo previstas al comienzo. Para no cansar al lector —que tiene
sus propios ojos para percibir todo aquello que le parece bien o que le parece mal— señala-
remos sólo dos. Una, la decisión de no incluir el álgebra como un capítulo en este volumen,
pero sí como un capítulo del volumen Estructura y materiales, puede que no sea acertada, pero
es absolutamente consciente; queremos evitar que pueda entenderse que concebimos el álge-
bra, en este período de la educación matemática, como una unidad didáctica para estudiarla
en seis o siete semanas. La vemos más bien como una herramienta para la abstracción, la refle-
xión, la generalización y la discusión; una herramienta para la teoría, que los profesores debe-
rán «llevar» a clase cada día, para utilizarla en los momentos oportunos, que serán muchísi-
mos.
La segunda consecuencia que vamos a mencionar tiene que ver con otra herramienta, ésta
para la práctica. Nos parece evidente (aunque no suponemos que a todos se lo parezca) que
hay muchas razones para desear que los alumnos de segundo ciclo de secundaria sepan hacer
uso de su calculadora científica y que en efecto la usen en los momentos oportunos que serán
también muchísimos. Esperamos que la usen para calcular -V37.2, (0.29 x 7.44) / 3m, 5.003
x 2.5 x 10 7 , etc. Pero en la realidad, para que la calculadora les haga esos cálculos han de pul-
sar las teclas adecuadas en el orden adecuado. Y eso, a su vez, implica comprender algunas
cosas. Así para -\/37.2 es preciso entender que la tecla x"Y es sinónimo de una tecla que no
existe, la -Vx, o lo que es igual, habrá de entenderse que 5 1 " es equivalente a -S/5; y esto a su
vez requiere la comprensión de que aP x aq = aP.q . Hasta para hacer 5/3 ± 8/7 hay problemas;
y no triviales, sino conceptualmente importantes, porque contrariamente a una primera
intuición lo que hay que hacer no es esto:	 5	 3	 8	 7
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Pues bien, de todo esto poco hay en este volumen. ¿El motivo? El mismo por el cual no
creemos que tenga que haber un capítulo dedicado al manejo del compás y el semicírculo
graduado, aunque los consideramos instrumentos de uso habitual. Hay que aprender a sacar-
les partido y los profesores decidirán el cómo y el cuándo. No siempre lo obligatorio por
decreto es más importante que lo necesario por convicción.
UNIDADES DIDÁCTICAS
La noción de unidad didáctica que los autores de este proyecto han tenido como ploma-
da de su construcción está determinada, mas que por una definición escueta, por un con-
junto de características y componentes, que en sus líneas generales son las siguientes:
— La unidad didáctica debe mostrar patentemente:
a) Su unidad. Que puede venir determinada por un proceso, una nube de conceptos,
un material.
b) Sus conexiones con otros conceptos y unidades didácticas.
— Los conceptos tratados,
• los procedimientos y métodos,
• los algoritmos que intervengan,
• han de ser elegidos por
• su importancia,
• su oportunidad,
• su adecuación la clase para la que están pensados.
— Especificará las situaciones que van a hacer surgir los conceptos, los procedimientos y
los algoritmos.
— Deberá contener al menos un desarrollo previsto.
— Ha de pronosticar cuánto tiempo ocupará su tratamiento. Y también si necesita de ulte-
riores tratamientos, bien sea en otros contextos, bien como parte previa de una exten-
sión conceptual.
— Deberá incluir un diagnóstico de las dificultades y previsibles equivocaciones ya obser-
vadas.
— Cuando sea necesario o conveniente (cosa que ocurrirá la mayor parte de las veces)
contendrá además —en complemento con la recomendación anterior— un análisis
conceptual o fenomenológico.
Será conveniente considerar criterios de evaluación
• general,
• de la clase,
• de los alumnos,
con objeto de introducir mejoras en la unidad didáctica misma.
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CAPÍTULO O - PRESENTACIÓN
MAPA SECUENCIA
PROPORCIONALIDAD
Y SEMEJANZA
El círculo central y los círculos que lo rodean son los capítulos que se tratan en el segun-
do ciclo. Los rectángulos de la segunda capa indican capítulos del primer ciclo.
El gráfico no muestra, y lo omite con intención, una ordenación ni única ni prefijada para
el estudio de los temas. Ni siquiera se define una clasificación en primer curso y segundo curso.
Pero eso no implica que pueda optarse por un orden arbitrario; algunas cosas deberían tratar-
se antes que otras, y algunas es conveniente dejarlas para el segundo curso. Así que aunque nos
parece aconsejable la posibilidad de que los profesores dispongan de numerosos grados de
libertad, no nos parece en absoluto recomendable una secuencia meramente combinatoria.
DURACIÓN ESTIMADA
En la primera página de cada uno de los capítulos figura el tiempo estimado para cubrir
todo lo que cada uno contiene. Esa estimación puede servir como dato para ajustar el plan
para todo un curso académico, pero como el capítulo Del dicho al hecho del volumen
Estructura y materiales quiere mostrar, hay imponderables con los que hay que contar.
9
CAPÍTULO O - PRESENTACIÓN
ADECUACIÓN A LOS CONTENIDOS CURRICULARES
Números Extensión del campo de
aplicación de los números
- Nuevas notaciones
- Destrezas de cálculo utilizando
propiedades de las operaciones
Interación
Aumentar y disminuir
Contar
Número Áureo
Funciones
Números no exactos - Control de la aproximación
-
 Elección de la aproximación
numérica
Medir Calculando
Aumentar y disminuir
Número Áureo
Actitud positiva hacia los Números y conciencia
de su utilidad para expresar situaciones.
Aumentar y disminuir
Número Áureo
Iteración
Contar
Relación de proporcionalidad - Utilización de las diferentes
formas de manejar la relación
de proporcionalidad
Aumentar y disminuir
Iteración
Apreciación de la utilidad de la relación de proporcionalidad Aumentar y disminuir
Iteración
Lenguaje algebraico -
 Resolución de ecuac. por
métodos intuitivos y algoritmos
- Destrezas relacionadas con
expresiones y su transformación
Álgebra
Aumentar y disminuir
Funciones
Valoración de leng. simbólico
cómo forma de expresión
- Actitud pos. hacia el L. S. para
expresar situaciones y resolu de
Problemas
Álgebra
Aumentar y disminuir
Funciones
Medida Medidas de Volumen Funciones
Medir Calculando
Mayor control de la precisión y el error en medidas Medir Calculando
Número Áureo
Estimación de medidas - Aumento de la precisión
- Estimación de medida de
objetos mayores, menores e
irregulares
Medir Calculando
Ver 1" ciclo
Medidas indirectas - Ampliación de procedimientos:
fórmulas, escalas, descomposic.
de figuras, proporcionalidad
geométrica
Medir Calculando
Funciones
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Org. y
Rep. en el
Espacio
- Estudio más detallado de figuras planas y espaciales (e. cónicas)
-
 Conocimiento y utilización de transfors. isométricas.
-
 Análisis de figuras geoms. con más conceptos simultáneos
-
 Menor apoyo en los objetos para razonar, capacidad de
imaginar sin apoyo en lo concreto.
-
 Utilización más precisa de los procedimientos de
identificación, clasificación, interpretación.
- Mayor destreza en representaciones planas.
- Util. de formas de razonamiento para problemas geométricos
- Actitud positiva hacia la belleza de las formas.
Figuras Planas
Mirar e Imaginar
Medir Calculando
Generalización
Número Áureo
Organiz.,
Represent.
y tratam.
de la
Información
- Estud. más completo de
las repres. gráficas.
- Ampliación del análisis con:
continuidad, periodicidad, ...
Funciones
Aumentar
y disminuir
-
 Tratamiento algebraico de relacio. funcio. simples. Funciones
Álgebra
- Procedimientos de obtención y manejo de datos estadísticos
referidos a variables continuas o discretas.
- Interpretación de los datos estadísticos con medidas de
centralización y dispersión,
- Significado de la dispersión.?
- Indicación a las variables bidimensionales.
- Actitud pos y crítica ante las infor. estadis.
Azar
Tratamiento
del
Azar
- Utilización de métodos empíricos y de recuento para asignar
probabilidades en casos más complejos.
-
 Cálculo de probabilidades teóricas por la regla de Laplace
- Experiencias compuestas. Probabilidad condicionada.
-
 Aumento de precisión al cuantificar lo probable.?
- Actitud positiva hacia las informaciones dadas en té
	 linos de
Azar
Manejo de
Información
- Mayor rigor en la justificación de procesos y conclusiones
(precisión, coherencia, control del error, etc)
Medir Calculando
Generalización
Iteración
Est. gen.	 Todo el Proyecto está construido tomando cómo uno de los ejes esenciales la
de resol.	 resolución de Problemas.
de Probls.	 En particular puede consultarse el capítulo correspondiente en el volumen:
Estructura y Materiales
Nota: Donde dice Álgebra ver volumen de Estructura y Materiales.
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Capítulo 1
Contar
CICLO:
SEGUNDO DE SECUNDARIA OBLIGATORIA
TIEMPO
DE 15 A 20 HORAS.
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
GENERALIZAR
MEDIR CALCULANDO
ITERACIÓN
MATERIAL:
TRAMAS
POLICUBOS
PALILLOS
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CAPÍTULO 1 - CONTAR
1. PRESENTACIÓN Y CONCEPTOS
El propósito fundamental de este tema es la experimentación y discusión de estrategias en
situaciones en las que hay que contar conjuntos discretos de objetos.
Las actividades desarrolladas en estas páginas son sólo un subconjunto de una colección
mucho más amplia, de la que otros subconjuntos serán estudiados en numerosas otras oca-
siones a lo largo del currículum.
De hecho contar (al igual que ocurre con clasificar, representar, generalizar, por poner
otros ejemplos) es algo más que un tema para ser ubicado en un lugar o un momento con-
cretos; es una actividad de consideración permanente en el currículum. En cualquier caso las
propuestas contenidas aquí están pensadas para el segundo ciclo de la secundaria obligato-
ria, y no todas ellas serán apropiadas para todos los alumnos.
La pregunta central a la que habrá de darse respuesta es «¡Cuántos?». Pero esta pregunta
será siempre gestionada desde un nivel inmediatamente superior por otra pregunta, «¡qué
procedimientos puedo emplear para saber cuántos?».
En algunas ocasiones la disposición misma de los objetos revelará una estructura que
sugerirá alguna forma de contarlos (situaciones estructuradas). En otras se requerirá una
organización previa que dote de estructura al conjunto de objetos que se pretenda contar
(situaciones desestructuradas).
Muchas de las situaciones estructuradas que se proponen tienen un apoyo, bien material,
bien visual, de tipo geométrico preferentemente. La organización en las situaciones deses-
tructuradas se apoyará también en modelos abstractos como los diagramas.
Los conceptos más importantes que se pretenden activar en este tema son:
• la simetría
• la recursividad
• la analogía
• la generalización
La última parte del tema se dedica al estudio del modelo de combinaciones y a los núme-
ros combinatorios.
2. DESARROLLO DE LA UNIDAD
I. Estrategias para contar
Vamos a prestar la mayor atención (y así se hará saber a los alumnos) a las ideas que use-
mos para contar, sobre todo a aquellas que nos resulten más provechosas.
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De las actividades que siguen se espera que contribuyan a valorar las siguientes estrategias:
1) Clasificar.
2) Simplificar (contar un conjunto más pequerio que mantenga la estructura de nuestro
conjunto inicial).
3) Añadir o quitar (destruyendo la estructura inicial para construir otra más accesible).
4) Hacer una tabla y observar las regularidades numéricas.
5) Observar regularidades geométricas y en particular la simetría.
6) Emplear la analogía (comparar con algo similar más conocido).
7) Usar la recursividad.
Propuesta 1
Segmentos en un geoplano.
En un geoplano 3 x 3 se pueden trazar segmentos de varias longi-
tudes distintas, con los extremos en los clavos. Encuentra todas las lon-
gitudes posibles.
Haz lo mismo con geoplanos de 4x4, 5x5, etc.
¿Cuántas longitudes son posibles para un geoplano nxn?
Queremos encontrar todas las longitudes posibles. No todos los segmentos posibles.
estas dos longitudes son la misma 	 estas dos longitudes son distintas
No es nuestra intención practicar la medida (con o sin instrumentos de medir) aunque se
pueda tratar este aspecto lateralmente.
¿Admitimos que estas dos longitudes son distintas (aunque son iguales)?
"Ni 32 + 4' = 5
5
16
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Podemos ser flexibles admitiéndolo con objeto de simplificar el problema dejando este
asunto para otra ocasión. Llevará un cierto tiempo pasar de una situación desordenada de
tanteo y exploración 1 a una situación ordenada en la que todas las longitudes se apoyan en
un vértice del geoplano 2 y aún más a una situación donde, al percibirse la simetría, se deja
de lado conscientemente la mitad del geoplano 3.
1	 2
En la mitad del geoplano se encuentran, efectivamente, todas las longitudes posibles.
Luego está el problema de contarlas, pero el escollo principal está salvado, porque una vez
descubierta la simetría, los alumnos cuentan bien las longitudes posibles para un geoplano
dado.
La necesidad de generalización provoca la construcción de tablas y el estudio de regulari-
dades.
Aparecen las siguientes con carácter general:
1) Longitudes para un geoplano
de tamaño n
(n puntos en el lado)
longitudes para un geoplano
de tamaño (n-1)	 +n
2) Longitudes para un geoplano
de tamaño n	 = 2 + 3 + 4 + + n
(hay tantas longitudes como puntos hay en medio cuadrado —incluida la diagonal
menos el vértice común del que parten todas).
10
6
3
1
. 11
7
4
2
. 12
8
5
. 13
9
14
Es una buena ocasión para detenerse en buscar una forma eficiente de sumar 1 + 2 + 3 +
+ n, bien usando el mismo geoplano o con otro material como los policubos o con ambas
cosas a la vez.
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Con el geoplano se suelen usar dos estrategias:
1) Quitar los puntos de la diagonal...
n 2 n
2
y añadirlos después n2 _
	  + n = 1 + 2 + 3 + + n
2
2). Añadir una nueva diagonal
n 2 + n
2
n' + n - 1 + 2 + 3 + + n
2
Con lo que el número de longitudes para un geoplano nxn es
n2 + n
—1
Propuesta 2
1 2
2
Ángulos rectos
(Los alumnos dispondrán de palillos)
Con dos palillos podemos conseguir 4 ángulos rectos. ¿Cuántos
ángulos rectos puedes conseguir con N palillos?34
Al principio hay un problema de lenguaje.
¡Cuántos ángulos rectos puedes conseguir? no es interpretado por todos como ¡cuál es el
mayor número de ángulos rectos que puedes conseguir?, de modo que las primeras tentativas
son para contar ángulos rectos en las siguientes disposiciones.
8	 12	 16
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Esta condición («el mayor número de») surge ante las diferencias en el número de ángu-
los conseguidos por distintas personas para el mismo número de palillos.
La disposición de palillos ha de ser tal que cada nuevo palillo corte formando ángulos rec-
tos al mayor número de palillos posible. Hay simetría en la forma de construir, al situar cada
nuevo palillo alternativamente en posición horizontal y vertical. Pero aún hay una simetría
más profunda: Todas las disposiciones de un número par de palillos son formalmente idén-
ticas y lo mismo ocurre con las de un número impar de palillos. Esto sugiere la clasificación
en par e impar. Puede que no haya una generalización que incluya los dos casos, sino dos,
una para el caso par y otra para el impar.
Los intentos por conseguir una expresión general única son abundantes y por supuesto
infructuosos.
Si el profesor desea, en este punto, intervenir sugiriendo que puede haber dos tratamien-
tos distintos es probable que muchos alumnos obtengan las expresiones para un número par
de palillos (N') y para un número impar de palillos (N' - 1).
Es una buena ocasión para explicar que generalizar no significa necesariamente obtener
una expresión única para todos los casos y que en algunas ocasiones como en esta, puede
encontrase una expresión distinta para cada clase de elementos de un conjunto y en otras,
expresiones para «casi todos» los elementos de un conjunto.
Casi todos los alumnos saben, incluso los que no son capaces de generalizar, que el número
de ángulos rectos depende del número de intersecciones (I) entre los palillos (es 4xn° de inter-
secciones) y saben calcular este número de intersecciones para cualquier número de palillos.
Por ejemplo saben que para 10 palillos I = 5x5 = 25
13 palillos I = 6x7 = 42
Sólo los más avanzados pueden calcular I a partir de N palillos:
a) con N par
b) con N impar
I = N/2 x N/2
1 = N + 1/2 x N - 1/2
Ajedrez
¿Cuántos cuadrados podemos ver en un tablero de ajedrez?
Propuesta 3
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¿Cuántos cuadrados puedes ver?
¿Y cuántos rectángulos?
Propuesto 4
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Simplificar el tablero para estudiar las posibilidades en un tablero de menor tamaño y con-
tar sólo los cuadros de unas determinadas dimensiones son estrategias que permiten una
buena aproximación a la actividad planteada.
Para contar los cuadros en un tablero, aún de tamaño pequeño, es muy útil proceder a la
clasificación de los cuadrados que se quiere contar por tamaños y hacer el recuento de forma
ordenada. Esto pondrá de manifiesto regularidades que permitirán emitir conjeturas para
tableros de mayor tamaño.
Por ejemplo en un tablero 1 x 1 hay un cuadrado
2 x 2 hay 4 + 1 cuadrados
3 x 3 hay 9 + 4 + 1 cuadrados
Cuando se trata de contar en el tablero de ajedrez 8 x 8 no sorprende sino que se espera
obtener 64 + 49 + 36 + 25 + + 1.
La evidencia de que el número de cuadrados de lado 1 es 64 = 8 x 8 = 82 , ya que en cada
fila y cada columna hay 8 de estos cuadrados, hace pensar en los otros resultados 49, 36,
25,... como cuadrados 72 , 62 , 5 2 , ... permitiendo la discusión sobre la razón por la que apa-
recen estos cuadrados.
La razón no es otra que la simetría del tablero en el que cada cuadrado puede adoptar las
mismas posiciones a lo «largo» y a lo «ancho».
Esto permite abordar la generalización a tableros de cualquier tamaño y a tableros de otras
formas.
Dos nuevas preguntas se pueden proponer:
20
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La Torre de Brahma
Propuesta 5	 De entre las muchas leyendas que la antigüedad nos ha legado
sobre el fin del mundo, no es la menos curiosa la brahmánica:
«En el gran templo de Benarés, bajo la cúpula que señala el Centro
del Mundo, reposa una bandeja de cobre en la que están plantadas
tres agujas de diámetro más fino que el aguijón de una abeja. En el
momento de la Creación, Dios colocó en una de las agujas sesenta y
cuatro discos de oro puro, ordenados por tamaño: desde el mayor, que
reposa sobre la bandeja, hasta el más pequeño en lo más alto del
montón. Es la torre de Brahma. Incansablemente, día tras día, los
sacerdotes del Templo mueven los discos haciéndolos pasar de una
aguja a otra, de acuerdo con las leyes fijas e inmutables de Brahma
que dictan que el sacerdote en ejercicio no mueva más de un disco a la
vez ni lo sitúe encima de un disco de menor tamaño. El día en que los
discos hayan sido trasladados desde la aguja en que Dios los puso al
crear el mundo a una cualquiera de las otras dos agujas, ese día la
torre y, con gran estruendo, el mundo, desaparecerán».
Trata de responder cuántos días han de pasar para que ello ocurra.
Cuando los alumnos se enfrentan a esta situación advierten, casi de inmediato, la enorme
dificultad de tratar d .e entrada el cambio de 64 discos. Esta dificultad plantea la necesidad de
simplificar la tarea intentando cambiar un número pequeño de discos.
Hay generalmente, a parte de esta, otras dos dificultades iniciales: a) recrear el movi-
miento de los discos y b) estar seguros de que el número de movimientos que se hace es el
menor posible.
La primera de estas dos últimas dificultades suscitará sin duda la necesidad de disponer
de un material adecuado para esta ocasión que el profesor puede presentar en el momento
que considere oportuno y que puede consistir en una serie de fichas o papelitos numerados.
Cada número indica el tamaño de los discos. Para una torre de cuatro discos podemos empe-
zar con
2
3
4
no pudiéndose colocar entonces un número encima de otro menor.
Una vez salvadas estas dificultades la tendencia general es a elaborar una tabla para estudiar
las regularidades que aparecen. Habitualmente se estudian las relaciones entre el número de
movimiento para n + 1 discos y para n discos en forma de:
1) Las diferencias entre ambos.
2) Una relación recursiva entre ambos.
Es decir se relacionan movimientos con movimientos y en raras ocasiones se aborda la rela-
ción entre número de movimientos y el número de discos.
El problema de la torre de Brahma es un medio excelente para consolidar la idea de proceso
recursivo y si los alumnos tienen alguna experiencia en el estudio de regularidades se puede espe-
rar que la mayoría logre descubrir la relación recursiva que permite resolver el problema median-
te un algoritmo:
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movimientos para
n discos
2 x movimientos para
(n-1) discos	 +1
Otro asunto es el análisis de esta expresión recursiva (para mover 6 discos hay que mover
primero 5 discos, luego cambiar el disco mayor a otra aguja y después situar encima los 5
discos que hemos movido al principio).
Tanto este análisis como la obtención de una expresión que relacione el número de discos
n con el número de movimientos 2' - -1 requiere en la mayoría de los casos la intervención del
profesor.
Prepuesta 5
Torres de dos colores usando policubos.
Construye todas las torres de cinco pisos (5 policubos) usando poli-
cubos de dos colores (uno claro y otro oscuro). Clasifícalas con arreglo
a algún criterio.
La palabra torres impone un sentido de verticalidad a las estructuras que se van a cons-
truir y permite una justificación al considerar como distintas las dos estructuras siguientes:
Torre con el 40 piso oscuro Torre con el 2° piso oscuro
Si estas estructuras se consideran iguales estamos, desde luego, ante una situación dife-
rente. Para nuestros propósitos, uno de los cuales es conseguir un modelo físico para los
números combinatorios, es necesario considerarlas distintas.
La construcción de todas las torres de cinco pisos pone al descubierto un procedimiento
recursivo. Para construir las torres de cinco pisos basta saber construir las de cuatro pisos.
Para las de cuatro las de tres y así sucesivamente.
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Las clasificaciones suelen ser variadas. Tres de las más frecuentes son:
a) Clasificar en dos clases de colores complementarios (los pisos que son ocupados por
cubos claros en una clase son ocupados por cubos oscuros en la otra).
b) Clasificar en dos clases, en una de las cuales están las torres que invertidas resultan ser
iguales y en la otra el resto.
c) Clasificar por el número de pisos claros (oscuros) que contienen.
Esta última clasificación permite dar entrada a la segunda parte de la actividad (que ya ha
sido planeada por el profesor):
Propuesta 6
Construye sistemáticamente todas las torres de 1 piso, 2 pisos, 3
pisos, 4 pisos... y clasifícalas de acuerdo con el número de pisos claros
que contienen. Usa la siguiente plantilla para anotar los resultados.
Número de pisos claros
o
	
1	 2	 3	 4	 5
2
3
5
Nos detendremos un tiempo para observar las regularidades que presentan los números
que aparecen en la tabla e intentaremos, entre todos, dar una explicación a estas regularida-
des.
Número de pisos claros
0 1 2 3 4 5
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
23
4) Una ley recursiva a + b
(3)
133
146
3
41
(3)
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1) Los unos	 1 1
1	 1
1	 1
Para cualquier longitud de la torre sólo hay una con todos los pisos claros o con todos los
pisos oscuros.
2) La segunda columna 1 y la diagonal principal 1
	
2	 2
	
3	 3
	4 	 4
En la torre de longitud N hay N posiciones para el único piso claro o para el único piso
OSCUTO.
3) La simetría de cada fila 1 4 6 4 1
	
torres de 4 pisos	 torres de 4 pisos
	
con un piso claro	 con tres pisos claros
torres de 4 pisos
con un piso oscuro
tres pisos con 1 claro	 tres pisos con 2 claros
1 piso claro	 1 piso oscuro
(6)
cuatro pisos con 2 claros
En la última parte del tema, cuando se introduzca el concepto de combinaciones, se dará
un nombre a los números de esta tabla (números combinatorios) y se traducirán estas regu-
laridades a propiedades de los números combinatorios.
Evaluación 1
Para proceder a la evaluación se presentarán dos situaciones combinatorias que serán ana-
lizadas en grupos o individualmente por los alumnos, sin perder de vista que la atención eva-
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luadora está puesta no tanto en la exactitud de las respuestas de los alumnos como en la cua-
lidad de los procedimientos que les llevan a esas respuestas.
Más que la apreciación de los logros individuales en la solución a problemas concretos nos
interesan los progresos generales en las estrategias discutidas durante este período. Conocer
las más apreciadas por los alumnos, aquellas con las que se sienten más sueltos, más segu-
ros. Conocer también qué aspectos conviene reforzar en el futuro. Y sobre todo realizar una
discusión posterior.
Propuesto 7
Un par de propuestas para evaluar:
1) (Usando policubos. 2 horas en clase, o bien un trabajo para
hacer en casa).
¿Cuántas tiras de tres cubitos puedes conseguir usando los diez
colores de los que dispones?
2) Investiga un procedimiento para averiguar los triángulos de lado
1 que habrá en el hexágono de lado N. (1 hora).
•
•
•
•
II. Diagramas, caminos y urnas
1) En un restaurante nos ofrecen elegir un primer plato, un segun-
do y un postre entre los dos primeros, tres segundos y cuatro postres
que entran en el menú del día. ¿Cuántas comidas diferentes podemos
hacer?
Si se pide la respuesta a esta pregunta sin usar lápiz y papel la mayoría de personas con-
testa 9 (9=2+3+4).
La decisión sobre qué operación usar en cada situación representa una dificultad notable
en multitud de ocasiones y la tendencia es a un predominio de la suma sobre la multiplica-
ción. Suma y multiplicación se manifiestan especialmente en el recuento de caminos. La
estructura que presentan algunas redes de caminos sugiere el tipo de operación que facilita
su recuento.
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2) ¿Cuántos caminos hay desde A hasta D?
¿Hay alguna relación entre este número y el número de caminos
quevandeAaB,deBaCydeCa D?
La relación entre el número total de caminos y el número de ellos en cada tramo 24 = 2x4x3
es percibida por la mayoría de las personas. Probablemente porque la estructura compacta de
la red permite ligar las elecciones en cada tramo con las elecciones en tramos anteriores.
En el caso 1) del menú cada elección es vista sin relación con las otras.
En muchas ocasiones actividades de contar ligadas con la formación u ordenación de
colecciones de objetos tienen una traducción o un apoyo en diagramas y se pueden traducir
a un recorrido sobre (o un recuento de) caminos.
La traducción de un problema a un modelo adecuado de caminos puede así facilitar la
organización para contar, el recuento mismo y posibilitar incluso la generalización.
¿Hay alguna relación entre las dos situaciones anteriores?
primeros	 segundos	 postres
Cada comida puede contemplarse como un recorrido de tres tramos sobre el menú (por
ejemplo pi 53 ti). Hay pues 2x3x4 = 24 comidas diferentes.
La intención de las siguientes actividades es presentar dos modelos eficaces para la for-
mación o el recuento de muestras ordenadas de un conjunto de elementos: los diagramas de
árbol y las urnas.
No nos interesa presentar los modelos combinatorios standard como las variaciones o las
permutaciones sino dotar a los alumnos de instrumentos adecuados para abordar este tipo
de situaciones.
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En la formación de muestras ordenadas están implicadas al menos cuatro variables: el
tamaño de la muestra, el tamaño del conjunto del que se toma la muestra, el orden y la repe-
tición o no de elementos dentro de la muestra. Las dos primeras variables son generalmente
dadas de forma explícita mientras que las dos últimas requieren una discusión con los alum-
nos para decidir cómo intervienen en cada situación. Esta discusión no debe ser obviada sino
que debe tratarse en todos los casos.
El diagrama de árbol es un modelo adecuado para la formación de muestras ordenadas de
forma «natural» eligiendo los elementos uno tras otro y anotándolos en este orden en el
árbol. También es un modelo adecuado para el recuento, sobre todo es situaciones que pre-
sentan simetría ya que en estos casos el número de ramas de un árbol es el producto de las
ramas que salen en cada nudo.
Si de todos los nudos del mismo orden sale el mismo número de ramas, el número total
de ellas para este diagrama es 3x5x4 = 60.
¿Cuántas ramas tiene este árbol?
ramas
	
ramas	 ramas
27
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Los diagramas de árbol que presentan simetría se pueden también traducir a redes más
compactas de caminos.
Por ejemplo:
2x3x2 ramas
¿Cuántos números de tres cifras puedes formar usando para ello las
cifras 7, 2, 5, 3, 8?
Tiene una traducción inmediata al modelo de urnas. Basta con meter los cinco números
en una urna 7 2 5 3 8  y efectuar tres extracciones con reemplazo.
Este modelo junto con el diagrama de árbol facilita la tarea.
Conviene ir caminando progresivamente hacia la abstracción. Esto puede lograrse intro-
duciendo pequeños cambios sobre la marcha durante la discusión de las actividades.
En el caso anterior:
Propuesta 9
a) ¿Y si no se admiten cifras repetidas?
b) ¿Qué ocurre si queremos formar números de 2 ó 4 cifras?
c) ¡X si disponemos de 7 y no de 5 dígitos?
No es necesario hacer muchas actividades de este tipo sino dedicar suficiente tiempo a
cada una. Hay mucho donde elegir pero aquí van algunas de ellas:
Propuesto 10
I ) ¿Cuántos coches se pueden matricular en Valencia si cada matrí-
cula, como sabes, lleva un número de cuatro cifras y una palabra de
dos letras (p. ej. V-9254-KL).
2) Las apuestas en las carreras de galgos consisten en acertar la lle-
gada de los tres primeros perros. Si en cada carrera participan seis
perros, ¿es fácil acertar?
3) En una heladería hay ocho clases de helados. Un cucurucho se
puede pedir de uno, dos o tres gustos. ¿Cuántas posibilidades de ele-
gir tienes?
28
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4) Cuatro chicas van al teatro y quieren ocupar asientos seguidos
de la misma fila. Hay 15 filas y cada fila tiene 20 asientos. ¿Cuántas
posibilidades tienen?
III. Combinaciones
Para empezar, una situación que aporta el segundo modelo (soporte) físico concreto liga-
do con los números combinatorios.
¿Cuántos caminos llevan de A hasta S siguiendo el sentido de ovan-
Propuesta 1 1	 ce indicado por las flechas?
1 S
1
A • A
lo>
A A	 A A
1 10- -
A
A Pe-
1
	
1
	
1
	
1
Los 1 en los lados del rectángulo indican el número de caminos
I
Propu.	 desde A hasta cada uno de los puntos señalados.
Para abordar esta situación dos estrategias se revelan sumamente útiles.
Una proviene de la simetría del retículo: el número de caminos que enlazan A con los
puntos que adoptan posiciones simétricas respecto de la recta dibujada a continuación es el
mismo.
La otra es una regularidad recursiva: el número de caminos hasta cada punto es la suma
del número de caminos hasta los dos puntos inmediatamente adyacentes por los que se acce-
de a éste.
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1
1
1
A
S
35
15
5
A
A 3
10
A
6
2011
0-
A
10
1-
2
A
3
A
4
A A A A
>
1
	
1
Estamos ante una situación isomorfa a la de las torres de dos colores. Aquí se ponen de
manifiesto de nuevo las propiedades de los números combinatorios. Es un buen momento
para recordar las similitudes entre ambas situaciones, para dar un nombre a estos números y
para reescribir las propiedades de los mismos... y para usar letras.
1
1
1
1
1
2
3
4
1
3
6
1
4 1
0
C
1
0
C
2
0
C
3
0
C
4
1
C
1
1
C
2
1
C
3
1
C
4
2
C
2
2
C
3
2
C
4
3
C
3
3
C
4
4
C
4
1
o
o 1
4
1
2
3
2
4
2 3
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Las propiedades se pueden presentar así
0	 3
1) C = C = 1	 C = C =1
3	 3
1	 1
	2) C =5	 C =n
5
1	 3
3) C = C ya que 1 + 3 = 4	 C = C si p + q = n
4	 4
1	 2	 2	 p	 p+1	 p+1
4) C + C =C	 C + C	 =C
3	 3	 4	 n	 n	 n+1
resaltando la tercera como muy importante.
Halla las potencias: (x+y) 2, (x+y)', (x+y)4 y (x+y) s. ¿Hay alguna
regularidad?
Aparecen de nuevo los números combinatorios. El trabajo del profesor es ligar esta recu-
rrencia con el problema de las torres por ejemplo: x 2y3 en el desarrollo de (x+y) 5 es equiva-
lente a una torre de cinco pisos con dos pisos claros.
Otra intervención puede ser en el sentido de que la simetría que se tiene en cada desa-
rrollo tiene que ver con la simetría de la expresión de partida (la potencia de partida).
(x+y)4 x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y'
el papel de x e y —su influencia— en la potencia es el mismo, son intercambiables.
Para terminar el tema cuatro situaciones intencionadamente idénticas porque lo que se
pretende es poner de manifiesto que bajo apariencias distintas podemos encontrar el mismo
concepto de combinaciones y de números combinatorios; y que bajo las distintas formas lo
que subyace es la elección de unas muestras no ordenadas (la selección) entre un conjunto
de elementos de partida.
1) La palabra BABAB contiene tres B y dos A.
	
Propuesta 13	 ¿Qué palabras que como ésta contengan tres B y dos A podemos
formar? ¿cuántas hay en total?
2) Tenemos cinco botes de pintura de diferentes color R, A, N, B, V
y queremos hacer todas las mezclas posibles con pintura de dos botes
a la vez, ¿cuántas mezclas podemos hacer?
3) ¿Cuántos caminos diferentes hay que lleven de S hasta Z siguien-
do el sentido de avance indicado por las flechas?
31
CAPÍTULO 1 - CONTAR
A•	 A
»-
A	 A
S
	 )1.
4) Los cinco personas que forman parte de un equipo de arquitec-
tura quieren elegir a dos para elaborar un proyecto. ¿De cuántas for-
mas pueden hacerlo?
El profesor deberá, una vez resueltas las cuestiones por los alumnos, emplearse a fondo para
poner de manifiesto el mayor número de conexiones posibles entre las cuatro situaciones.
A continuación se presentan dos de estas conexiones.
1) Formar palabras del tipo BABBA es equivalente, a elegir dos posiciones de entre las
cinco posibles para las A o tres posiciones entre las cinco posibles para las B. Es decir,
es equivalente a seleccionar dos o tres números entre 1, 2, 3, 4 y 5.
2) Cada camino que lleva de S a Z consiste en una sucesión de cinco tramos tres de los
cuales se recorren hacia la derecha y dos hacia arriba. Es idéntico pues a formar pala-
bras con tres D (derecha) y dos A (arriba).
este camino es equivalente a la palabra DADDA
S
Y equivalente también a la elección de dos de los cinco tramos para ser recorridos en sen-
tido vertical.
Este enfoque de las combinaciones como selecciones no ordenadas de un conjunto de ele-
mentos permite dar una nueva interpretación a los dos números que intervienen en cada
número combinatorio.
2
5
puede interpretarse como el número de elecciones de dos elementos entre un conjunto de cinco.
Evaluación 2
Esta evaluación intentará conocer el dominio de los alumnos en el uso de los modelos pre-
sentados y el dominio en el concepto y uso de las combinaciones.
El trabajo de los alumnos y del profesor deberá ser evaluado positivamente si en un ejer-
cicio que no contenga más dificultades que el que se presenta a continuación, la mayoría de
los alumnos (digamos los 2/3) responde con soltura.
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1) Lanzamos un dado cinco veces y anotamos los resultados obte-
niendo una secuencia de caras y cruces. ¿Cuántas secuencias
podemos obtener?
2) Seis corredoras participan en una carrera de 200 metros. ¿De
cuántas maneras puede quedar la clasificación?
3) En unos minicines ponen seis películas que me gustan y quiero
elegir dos para ir esta semana. ¿Cuántas posibilidades tengo?
4) Para confeccionar una cesta de Navidad voy a meter una pasti-
lla de turrón, una botella de licor y una botella de champán.
Puedo elegir entre 5 marcas de turrón, 4 licores distintos y 3
marcas de champán. ¿Qué cestas puedo confeccionar?
5) Giro tres veces la siguiente ruleta.
anotando ordenadamente los resultados. ¿Es fácil que consiga
la palabra S 0 N?
6) Completa sin hacer el producto el desarrollo de (x + y )6
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Capítulo 2
Medir calculando
CICLO:
SEGUNDO DE SECUNDARIA OBLIGATORIA
TIEMPO
SEIS SEMANAS.
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
SEMEJANZA.
GENERALIZACIÓN: NÚMEROS Y FIGURAS.
ITERACIÓN.
MATERIAL:
REGLA
COMPÁS
TRANSPORTADOR DE ÁNGULOS
FOLIOS PUNTEADOS EN CUADRADOS.
CALCULADORA CIENTÍFICA.
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1. PERSPECTIVA. OBJETOS. CONCEPTOS
La geometría ha tenido siempre dos caras; el análisis de regularidades y formas, y la medi-
da de regularidades y formas. El sendero imaginario por el que se irá caminando en este tema
es el de las relaciones entre la geometría y la aritmética.
Después de que en ocasiones previas se haya medido comparando, aproximando y ejecu-
tando una acción efectiva, el presente tema supondrá a la vez continuidad con aquellas accio-
nes —porque se afinarán los procedimientos para el conocimiento ya iniciado de algunas cla-
ses particulares de medidas— y un cambio cualitativo en la profundidad de conocer medi-
das mediante cálculo, es decir, sin el uso inmediato de instrumentos de medida.
Los dos objetos centrales que se van a considerar son los segmentos y los ángulos.
Y los conceptos sobre los que recaerá el mayor peso son:
1. El teorema de Pitágoras, para calcular medidas de segmentos.
2. La suma de los ángulos interiores de un polígono; muy en particular, la de los de un
triángulo cualquiera.
3. La semejanza, como procedimiento para saber las medidas de una figura una vez cono-
cidas las de otra semejante más accesible.
4. El seno, el coseno y la tangente de un ángulo, como elementos intermediarios para la
resolución de triángulos con excelente aproximación.
2. DESARROLLO
A. Teorema de Pitágoras
A.1 . Presentación
De profesor a alumnos, el teorema de Pitágoras es visto como una de las piezas esenciales
y clásicas de la formación matemática de cualquier estudiante de secundaria. «No sabe ni el
teorema de Pitágoras» es un dictamen que equivale a una descalificación matemática punto
menos .que irremediable del sujeto a quien se refiera; una losa le ha caído encima.
No obstante, en esto como en todo en la educación matemática, habrá que preguntarse
qué es saber el teorema de Pitágoras y qué es lo que se quiere que los estudiantes aprendan
en él y de él.
De profesor a profesor no parece sino que toda introducción o justificación de este teore-
ma haya de ser innecesaria, redundante, desprovista de cualquier sugerencia que uno no haya
tenido ya previamente en consideración.
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A nosotros no nos parece así. Por el contrario, hemos encontrado reveladora y sugerente
la breve presentación que del teorema hace John Stillwell en Mathematics and its history
(Springer-Verlag, New York, 1989), y que dice así:
«A primera vista, aritmética y geométrica parecen reinos completamente faltos de rela-
ción. La aritmética está basada en contar, es el reino de los procesos discretos, digitales. Los
hechos de la aritmética pueden verse claramente como resultados de determinados proce-
sos de contar, y uno no espera de ellos que tengan ningún significado más allá de eso. La
geometría, por otra parte, involucra a objetos continuos, tales como rectas, curvas, superfi-
cies. Los objetos continuos no pueden ser construidos partiendo de elementos más simples
mediante procesos discretos, y uno espera ver hechos geométricos, más que llegar a ellos
mediante cálculos.
El teorema de Pitágoras fue la primera pista de una relación oculta más profunda entre
aritmética y geometría. Esta relación ha sido una veces de cooperación y otras de conflicto
como el que siguió al descubrimiento de que -\12 es irracional (que significa que no hay nin-
gún cuadrado de área 2 y de lado racional). A menudo ocurre que de tales zonas de tensión
surgen ideas nuevas, que resuelven el conflicto y permiten que ideas previamente irrecon-
ciliables interactuen con fluidez.
La tensión entre aritmética y geometría es, sin duda, la más profunda en matemáticas y
ha conducido a los más profundos teoremas. Puesto que el de Pitágoras es el primero de
ellos, y el más influyente, es un asunto adecuado para empezar un tema».
Poner de manifiesto esa tensión entre aritmética y geometría, y mantenerla, son los prin-
cipales objetivos del desarrollo de un amplio tema que comenzaría aquí e incluiría también
los contenidos y los procedimientos que figuran en el apartado B de estas páginas, así como
en otro lugar de este mismo proyecto bajo el epígrafe «Generalizar. Número y figuras».
A.2. Secuencia
Por el momento (que será después evocado, como queda dicho, en las dos continuacio-
nes recién mencionadas) sería deseable que los estudiantes de secundaria alcanzasen una
justa comprensión de las siguientes facetas que el teorema presenta.
1. Triángulos rectángulos. A triángulos tan especiales se les asocian términos también
especiales: catetos e hipotenusa.
2. Área.
2.1. Un modelo visual dinámico para la comprensión intuitiva del teorema.
2.2. Sobre una trama puntuada en cuadrados, práctica inicial de comprobación numé-
rica del teorema en cuadrados construidos sobre los lados del triángulo.
3. Longitud.
3.1. Los catetos determinan de manera unívoca la longitud de la hipotenusa.
3.2. Dos de los tres lados determinan de manera unívoca la longitud de la hipotenusa.
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3.3. La hipotenusa no determina de manera unívoca los catetos. (Apreciación numérica).
Dada la hipotenusa, hallar pares de números que sean catetos.
3.4. La hipotenusa no determina de manera unívoca los catetos. (Apreciación gráfi-
ca, mediante el uso de regla y compás).
Dada la hipotenusa, construir con regla y compás numerosos triángulos rectán-
gulos que difieran en la longitud de sus respectivos catetos.
4. Los triángulos rectángulos en la circunferencia.
4.1. En las construcciones del apartado 3.4., los vértices del ángulo recto no parecen
estar situados al azar, caprichosamente. «Parece» que están en una semicircunfe-
rencia que tiene como diámetro la hipotenusa.
4.2. Demostración de este último hecho.
5. La iteración del procedimiento de ajustar cuadrados a los lados del triángulo rectángulo.
6. Ternas pitagóricas.
En el apartado 3 se han obtenido abundantes tríos de números ligados por el teorema
de Pitágoras. Pero el nombre de «terna pitagórica» se reserva para aquellos tríos de
números naturales que están ligados por el teorema.
(Ver Generalizar. Números y figuras.)
7. Debería destacarse como aplicación de la máxima importancia que es el teorema de
Pitágoras lo que permite hallar la distancia entre dos puntos cualesquiera del plano car-
tesiano o del espacio cartesiano.
A.3. Comentarios sobre la práctica
De 2.1.
Se pretende la creación de una imagen mental, y para favorecer esta práctica, sería con-
veniente disponer de un modelo que favorezca la elaboración de esta imagen.
En ella la figura central es el «triángulo rectángulo» (en realidad en el modelo que se pro-
pone es un prisma triangular). Asociados a la hipotenusa y a cada uno de los catetos apare-
cen «cuadrados» (en realidad son prismas de base cuadrada), los tres del mismo material (la
misma apariencia) pero de distinto tamaño (distinta longitud de las aristas, aunque la misma
altura en los prismas, una altura suficientemente pequeña para no pensar en ella).
Dentro de las figuras una sustancia (un líquido, arena fina). Esta sustancia pasa de unos
«cuadrados» a otros al mover el modelo y la cantidad es tal que en una determinada pos-
tura llena el «cuadrado» grande, y en otra los dos «cuadrados» pequeños.
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Nada se pierde en el movimiento.
El profesor o profesora desea que los alumnos pregunten:
¿Pasará lo mismo si construimos un modelo con otras dimensiones?
De 2.2.
Cuando se habla de comprobación numérica se está queriendo decir que la comproba-
ción se reduce meramente a contar el número de cuadrados unidad que hay en cada uno
de los cuadrados construidos sobre los lados del triángulo y a buscar una relación entre
aquellos tres números. Teniendo presente que para hacer esa cuenta habrá que reorgani-
zar los trozos de cuadrado unidad que sean convenientes.
Se conocen a y b.
Se quiere saber cuánto mide c.
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De 2.3.
En la demostración del teorema está la cumbre de todo el itinerario.
Una demostración es una aportación de argumentos, de pruebas de que lo que se está
afirmando no es caprichoso o casual, sino que puede derivarse a partir de otros conoci-
mientos anteriores poniendo ingenio e imaginación y haciendo razonamientos correctos;
y que como consecuencia de todo ello lo que se obtiene es una proposición nueva y de
carácter general.
En el caso que nos ocupa, ni el modelo dinámico visual, ni las comprobaciones reali-
zadas en los triángulos rectángulos dibujados sobre la trama cuadrada disfrutan de toda la
generalidad deseada, puesto que ésta hace referencia a cualquier triángulo rectángulo.
El grado de convicción que los alumnos alcancen será función de cómo comprendan
que al argumento que se expondrá se aplica a cualquier triángulo rectángulo y precisamen-
te por el hecho de ser rectángulo; sea cual sea su tamaño (esto es, sean cuales sean las lon-
gitudes de sus lados) y sea cual sea su «colocación».
Sería ilusorio pensar que, salvo algún caso verdaderamente excepcional, los alumnos
pueden por sí solos en este momento de su experiencia matemática encontrar eso que lla-
mamos una demostración. Así que la profesora o el profesor que traten de convencer a los
alumnos con la demostración tendrán que elegir cuidadosamente su procedimiento.
De las tantas maneras de demostrarlo, unas son más ingeniosas que otras y también unas
más difíciles que otras. Los profesores que elijan aquellas que personalmente les parezca más
clara y menos «rebuscada» actuarán seguramente con sentido común y con acierto.
Veamos, en fin, en un procedimiento que aspira a esa claridad, los tres pasos caracte-
rísticos de la demostración. Bien entendido que claridad no es siempre sinónimo de sen-
cillez; si fuese tan sencillo, todos los estudiantes lo aprenderían, lo que no es el caso. Para
comprender la demostración —cualquier demostración— hay que saber algunas cosas
previamente. Nada es gratis en matemáticas.
i) La construcción
Dado un triángulo rectángulo, la clave de la presente demostración está en construir un
cuadrilátero rectángulo de lados paralelos a los catetos de la manera que ilustra la siguiente
figura.
	
M r 	  N
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a
7 1 = ab
a
2 + 3 = ab
4 + 5 = ab
6 = a2
7 = ab
8 = 132
9 = ab
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y en trocear después este rectángulo de modo que todos sus trozos sean cuadrados, rec-
tángulos y triángulos de áreas conocidas, excepto la del cuadrado de área S que es la que
queremos calcular.
Área (global) del rectángulo MNPQ
Área (pormenorizada) de MNPQ
= (2a + b) (2b + a)
= 5ab + a2 + b 2 + S
(2a+b) (2b+a) = 5ab + a2 + b2 + S
4ab + 2a2 + 2b2 + ab = 5ab + a' + b2 + S
5ab + 2a2 + 2b2 = 5ab + a 2 + b2 + S
a2 + 13 2 = S = c2
c = a2 + b2
ii) Independencia de la posición
El argumento no depende de la posición del triángulo. Cualquier movimiento que alte-
re la posición del triángulo altera de la misma manera la posición del rectángulo que lo
recubre.
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iii) Independencia del tamaño
Porque el rectángulo recubridor se obtiene mediante paralelas a los catetos y en cual-
quier caso el rectángulo puede seccionarse en triángulos y cuadriláteros del mismo tipo.
De 3.3.
Conocida la hipotenusa c, lo que hay que encontrar son otros dos números a2 y b2 cuya
suma sea c2,
c2 = a2 + b2,
y un número, c2 , se puede expresar de infinitas maneras como suma de otros dos.
De 4.2.
También ahora habrá que esforzarse en buscar una demostración lo más clara posible.
La que viene a continuación no es de las más obscuras.
Se quiere demostrar que B es recto. Trazando el diámetro que pasa por B, basta girar
180 grados la circunferencia para ver que los triángulos ABC y CB'A son idénticos. Así que
el cuadrilátero ABCB' es un paralelogramo. Que tiene iguales las diagonales. Luego es un
rectángulo.
5. Iteración
La idea y los dibujos que siguen están tomados del libro de Peitgen et al. Fractals for
the Classroorn (Springer-Verlag; New York, 1991)
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ii) La misma idea sobre uno no isósceles
iii) Una pequeña variación sobre ii)
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i) La idea sobre un triángulo rectángulo isósceles
En lugar de dotar a los sucesivos triángulos rectángulos de la misma orientación, si se
dan orientaciones alternativas en triángulos sucesivos, el resultado es bien diferente.
44
CAPÍTULO 2- MEDIR CALCULANDO
B. Resolución de triángulos
B.1. Suma de los ángulos de un triángulo
Primera idea: Conciencia empírica de que la suma es constante.
• Para obtenerla se puede proponer medir efectivamente los tres ángulos de
numerosos triángulos y apreciar si hay regularidad en la suma de los resul-
tados.
• O se puede proponer —en su lugar, o además— recortar y juntar, esto es
recortar tres triángulos iguales y yuxtaponer los tres ángulos para ver lo
que ocurre.
Segunda idea: Demostración de que la suma de los ángulos es constante.
(Ver comentario 1 en Métodos)
Evaluación 1
El primer momento evaluador podría tener dos fases.
En la primera, una colección de propuestas prácticas sobre el teorema de Pitágoras y el de
la suma de los ángulos de un triángulo pueden permitir a la profesora o el profesor de la clase
apreciar el grado de toma de conciencia que los alumnos van adquiriendo sobre la eficacia
operativa de ambos teoremas.
Estas propuestas pueden partirse en tres pequeños bloques:
a) Cálculo de medidas de segmentos que tengan sus extremos en la trama cuadrada de
puntos.
a.1) Cálculo de perímetros de polígonos que tengan sus vértices en la trama.
a.2.)
 Ordenar de menor a mayor los cuadrados que pueden dibujarse sobre la trama.
Ordenación que puede hacerse o por medidas de sus áreas o por cálculo direc-
to del lado de cada uno de los cuadrados.
b) Medidas de segmentos en figuras planas particulares o en poliedros apropiados.
b.1) Cálculo de la altura de un triángulo equilátero.
b.2) Cálculo de la altura de una pirámide cuadrangular regular.
b.3) Cálculo de la altura de un tetraedro regular.
(Ver comentario 2 en Métodos)
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c) Ángulos en un polígono.
c.1) Cálculo del ángulo de un polígono regular.
(Ver comentario 1 en Análisis conceptual)
c.2) Cálculo de la suma de los ángulos de un polígono cualquiera.
(Ver comentario 2 en Análisis conceptual)
En la segunda fase sería apropiado proponer una actividad sintética en la que segmentos
y ángulos hayan de considerarse simultáneamente.
Por ejemplo: «En la trama cuadrada de puntos dibujar un octógono regular cuyos vérti-
ces estén en puntos de ella.».
El sentido de esta segunda fase tampoco debería ser primordialmente el de valorar la cali-
dad individual de los trabajos de los alumnos. De hecho, se quiere proponer aquí con la inten-
ción de que al ir siendo tratado individualmente o en grupo vaya siendo discutido en la clase.
El tiempo dedicado a él podrá estar entre una y dos horas.
Lo que se busca es poner de manifiesto el conflicto entre el conocimiento que los alum-
nos creen tener y la utilización efectiva de ese conocimiento. En efecto, los alumnos dibuja-
rán octógonos no equiláteros y se darán por satisfechos.
Retirados estos primeros ensayos, aún dibujarán otros no equiláteros menos evidentes.
Retirados estos también, dibujarán octógonos equiláteros pero no equiángulos.
Posteriormente, algunos dibujarán efectivamente un octógono regular, pero cuyos vérti-
ces no son puntos de la trama.
La evaluación tendría, pues, que servir para darse cuenta de la necesidad de no dar un
problema por resuelto antes de hacer un análisis final para comprobar que se ha cumplido
con las condiciones impuestas en el problema.
B.2. La semejanza de polígonos como procedimiento de medida
1) Una clasificación de los polígonos que será aquí perfectamente adecuada es esta: por una
parte, los triángulos son los únicos polígonos que están completamente determinados por
sus lados; por otra parte, el resto de los polígonos no quedan determinados al conocer
las medidas de sus lados. Dicho de otra manera, los triángulos son los únicos polígonos
rígidos.
Esta importante idea debería recibir un apoyo material; apoyo que puede conseguirse
utilizando varillas o tiras de cartulina o plástico para representar los polígonos.
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Construido con tiras el triángulo, no hay manera de deformarlo; construido con tiras
cualquier otro polígono, éste es inestable, el movimiento articulado de las varillas cam-
bia la forma del polígono aunque sus lados no varíen.
Así que dos triángulos tienen la misma forma si sus lados son proporcionales. Pero
de dos pentágonos, cuyos lados miden 4, 5, 6, 8, 9 y 8, 10, 12, 16 y 18, respectiva-
mente, no se puede afirmar que tengan la misma forma.
ii) Nos quedaremos desde ahora en el campo de los triángulos.
Los elementos de un triángulo son seis, tres lados y tres ángulos. ¿Es
 preciso conocer
los seis para poder dibujar el triángulo? Ya se ha visto que no siempre lo es, porque tenien-
do los tres lados, el triángulo queda completamente determinado. Pero, por otra parte, no
siempre basta con conocer tres de sus elementos, porque dados los tres ángulos hay infi-
nitos triángulos diferentes —todos semejantes entre sí— que pueden construirse.
Construir efectivamente, con regla, compás y transportador de
ángulos, un triángulo dado mediante tres de sus elementos.
Estudio de los casos posibles.
Propuesta 1
Dados: a, b, c;
a, b, C;
b, c, B;
etc.
(Ver comentario 3 en Análisis conceptual)
A
a
Propuesta 2
Cálculo de los elementos de un triángulo mediante construcción en
el papel de un semejante al dado.
En la propuesta anterior a esta, los elementos del triángulo eran
directamente representables en el papel, es decir, el lado era, digamos,
8 centímetros; el b era 10 centímetros y el c, 5 centímetros. En la pro-
puesta actual, los lados sólo serán representables en el papel a través
de un cambio de escala; si b= 750 metros, habrá que hacer una reduc-
ción para poderlo representar en el papel.
Tanto en la propuesta 1 como en la 2, los elementos buscados por construcción a partir
de los elementos dados no son calculados con una «exactitud» razonable. Cosa que se hace
más evidente durante el trabajo sobre la propuesta 2. En efecto, en una clase de alumnos de
15 arios propusimos el siguiente problema; estamos en A y queremos saber la distancia desde
A hasta C, pero un obstáculo —por ejemplo, un río— nos impide medir directamente la dis-
tancia deseada. Podemos construirnos un triángulo como el que indica la figura y así poder
saber cuántos metros hay desde A hasta C.
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Los alumnos se construyeron un triángulo semejante al dado (generalmente con una esca-
la de 10000 a 1, con lo cual los 700 metros eran dibujados como 7 cm.). Una vez hecho el
dibujo y realizada en él la medida del lado homólogo al AC y deshecha la reducción de
escala, los resultados finales estaban entre 500 y 530 metros. La variación de 30 metros repre-
senta una imprecisión que está en torno al 6%. Demasiada imprecisión. Pero una impreci-
sión difícil de evitar porque la regla, su instrumento para medir segmentos, sólo aprecia
milímetros, y un milímetro representa aquí 10 metros. Y algo análogo ocurre con un trans-
portador que sólo aprecie grados.
B.3. Mayor precisión
i) Ahora es el momento de subrayar vigorosamente el propósito central de este tema: que
se pueden calcular medidas sin medir, y además ese cálculo puede dar los resultados
con mucha mejor precisión que la que se obtiene midiendo directamente.
El seno, el coseno y la tangente de un ángulo son los cocientes y la calculadora da esos
cocientes con un buen número de cifras decimales; si uno de los lados en cuestión apa-
rece en una de esas divisiones junto con un segmento conocido, podremos conocer la
medida de ese lado con una estupenda precisión.
— Definición de seno, coseno y tangente de un ángulo.
Propuesta 1	
— Su utilización en la resolución de triángulos rectángulos, con la
calculadora como herramienta esencial. (Incluido el uso de arc
sen, arc cos, arc tang).
ii) El seno, el coseno y la tangente sólo pueden ser utilizados «en presencia» de un trián-
gulo rectángulo.
, (12ué ocurre entonces con la resolución «suficientemente precisa» de triángulos no rec-
tángulos?
Se adoptará aquí un único procedimiento con carácter general: dado un triángulo cual-
quiera, producir, hacer aparecer desde él, dos triángulos rectángulos mediante el tra-
zado de una altura del triángulo en cuestión.
En el caso del triángulo que ha dado origen a esta discusión sobre la búsqueda de una
mejor aproximación, la altura desde A abre el camino para el cálculo de AC.
1°) Calculando el seno de 32 grados
sen 32 = h1700, con lo que h = 700 sen 32;
2°) conocido h, se puede escribir sen 45 = h/AC, así que AC = h/sen 45.
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Otros casos de resolución de triángulos cualesquiera. Tal vez sea
Propuesto 2	 conveniente ir graduando su dificultad, en cuyo caso el orden de pre-
sentación de los problemas seria similar al siguiente:
a) En el triángulo
-)
51°	 23'
hallar la medida del lado CB.
b) En el triángulo
hallar la medida del lado CB.
c) En el triángulo
225 m
hallar la medida de los ángulos.
(Ver comentario 4 en Análisis conceptual).
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El tema puede darse aquí por terminado. En su continuación sería conveniente tratar tres
tipos de cuestiones:
1. Relación entre seno y coseno de un ángulo.
Relación entre seno, coseno y tangente de un ángulo.
Representación gráfica del ángulo, dado el seno o el coseno o la tangente.
2. Variación de cada una de las razones trigonométricas al variar el ángulo.
3. Representación gráfica de las funciones seno, coseno y tangente.
Evaluación 2
En esta evaluación se buscará conocer el nivel de dominio conceptual y técnico alcanza-
do por los alumnos en la resolución de triángulos. La evaluación del trabajo de la clase no
será negativa si la inmensa mayoría de los alumnos sabe calcular mediante dibujo, semejan-
za y medida, cualquiera de los tres elementos desconocidos de un triángulo cuando se dan
los otros tres.
La evaluación será positiva si al menos las tres quintas partes de la clase saben resolver un
triángulo cualquiera —en casos en que no haya mayores complicaciones algebraicas—
mediante el uso de seno, coseno, tangente y calculadora.
Aquellos alumnos que sepan resolver los casos en que haya complicaciones algebraicas —
por ejemplo, el cálculo de los ángulos cuando se conocen los lados— serán evaluados muy
positivamente.
Es preciso tener en cuenta además que, de una manera similar a lo que se comentó en la
Evaluación 1, persistirá durante algún tiempo en numerosos alumnos —aunque es de esperar
que no para siempre— la ofuscación o el movimiento impulsivo de afirmar, por ejemplo, que
tan B = h/a (si tienen hy a a su disposición)
A
a
olvidando —o no siendo completamente conscientes de ello— que seno, coseno o tangente
necesitan el territorio de un triángulo rectángulo.
Es importante señalar un curioso proceso, curioso y peligroso. Consiste en lo siguiente: a
medida que en la mente y en la práctica de los alumnos la resolución de triángulos se insti-
tuye como cálculo, suele ir desapareciendo la idea esencial —esto es que los triángulos se
resuelven por semejanza— con regla, compás, transportador y la adopción de una escala.
De manera que cuando, andando el tiempo se disponen a resolver un triángulo dado, lo
que menos les importa es el triángulo en sí, y se dedican sólo a los cálculos, con lo cual el
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dibujo del triángulo suele ser incorrecto. Así que si con los cálculos resulta que A: 38 grados,
B: 51 grados y C: 91 grados, es frecuente que el triángulo sea representado de esta manera,
por ejemplo,
descuidando el hecho de que en este dibujo el ángulo C es agudo y el ángulo A es mayor que
el de B.
Naturalmente, la profesora o el profesor se desesperan ante este sesgo inesperado. No
parece que haya reacción más razonable que la de volver a dar importancia prioritaria a la
discusión acerca de lo que se considera básico, que no es sino la resolución por semejanza y
dibujo.
3. MÉTODOS
Comentario 1
La segunda idea debería ser otra ocasión para poner de manifiesto el carácter de una
demostración y el papel que las demostraciones desempeñan en los métodos matemáticos.
Además permite ahondar en la posibilidad de múltiples procedimientos ya que los tres mas
corrientes,
a) «doblado» de papel,
b) paralela desde A a BC, y ángulos que dos rectas paralelas determinen sobre esta recta,
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y c)
el uso de un paralelogramo en el que 1 + 3' + 2' = 1 + 3 + 2, son sencillos de comprender
y tienen una gran fuerza de convicción.
Comentario 2
Merecen comentarse tres cosas.
La primera es la tendencia «ingenua» de los alumnos a creer que el centro de un triángu-
lo equilátero está situado en la mitad de la altura.
A
La segunda, una vez discutida y desvanecida (al menos por el momento) la anterior
creencia es que los alumnos emprenden por lo general dos procedimientos para hallar la
medida del segmento X:
uno) por semejanza de los triángulo AHC y BHO;
otro) por comparación de las áreas de los triángulos OHB y ABC, en la que el prime-
ro tiene un área que es la sexta parte de la del segundo, porque éste último está
compuesto por seis triángulos iguales al OHB.
Aunque no sólo estos dos procedimientos aparecen. También lo hacen algunos más gráfi-
cos como éste:
i) Construcción del triángulo equilátero MNH.
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ii) Construcción del nuevo triángulo equilátero RST.
A
iii) Demostración de que los tres segmentos, HO, OR, y RA son iguales.
Y la tercera consiste en que el Procedimiento que puede parecer más natural a los profe-
sores ., el procedimiento que se limita a considerar el triángulo rectángulo OHB y seguir, sin
más problemas, un procedimiento algebraico
1/2
como h = -\i3/2, tengo una ecuación en x: x2 + 1/4 = 11. 2 + x2 - 2hx,
así que	 x – (h2 - 1/4)
2h
Este procedimiento, decimos, muy rara vez es empleado por los alumnos.
Sea como fuere, no debería desaprovecharse esta ocasión estupenda para discutir cada
procedimiento y apreciar el hecho de que —en contra de lo que muchas personas parecen
creer— por lo general, en matemáticas hay más de una manera de hacer las cosas.
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4. ANÁLISIS CONCEPTUAL
Comentario 1
Si analizamos la propuesta sobre el cálculo del ángulo de un polígono regular, podemos
ver que este cálculo no es tan simple como pudiera parecer, porque son numerosos los cono-
cimientos que han de ser empleados:
1) Saber cómo hallar el ángulo central.
2) Saber lo que es un triángulo isósceles.
3) Saber que el triángulo AOB, en un polígono regular, es isósceles.
4) Saber la suma de los ángulos de un triángulo.
5) Saber usar los conocimientos 1 y 4 para calcular 1 + 2.
6) Saber que 2 es la mitad del ángulo A, que es el buscado.
Y siempre pasa lo mismo con las matemáticas: son difíciles.
Comentario 2
Para hallar la suma de los ángulos de un polígono cualquiera hay que inventarse un pro-
cedimiento.
Probablemente, el más eficaz y rápido sea el de triangular el polígono. Y hay dos maneras
de hacerlo:
a) Tomando un punto interior. Hallando la suma de todos los ángulos 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Restando a esta suma 360 grados, que es lo que suman las medidas de los ángulos que
tienen como vértice el punto interior elegido.
54
CAPÍTULO 2 - MEDIR CALCULANDO
b) Trazando diagonales y hallando la suma de los ángulos de los triángulos 1, 2, 3, 4.
Curiosamente, el procedimiento b) es el que suele ser más atractivo para los alumnos. Lo
cual, si bien se mira, es una suerte, porque el procedimiento a) tiene un gran inconveniente
y es que falla cuando el punto ocupa una posición como la P indicada en esta figura.
mientras que el procedimiento b) mantiene toda su fortaleza.
Comentario 3
Hay que hacer un par de consideraciones. La primera de ellas debería ser ineludiblemente
discutida en clase y consiste en que no basta con dar tres números para dar un triángulo; con-
cretamente, si los números 3, 6 y 9 son los presuntos lados de un triángulo y los alumnos se
ponen a dibujarlo, es un hecho que los alumnos lo dibujan (¡Si, con regla y compás!) y les
sale algo así:
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Y ello porque no se han parado a pensar que tal triángulo no existe, ya que sus tres lados
estarían superpuestos en una recta.
La segunda es que tal vez no sea conveniente mantener —por el momento— una duda
permanente acerca de la determinación de un triángulo mediante tres de sus elementos.
Dicho de otro modo es probable que sea mejor dejar para otra ocasión casos como el trián-
gulo del que sus tres ángulos están dados y del que se conocen además dos lados, 12 y 18,
resultando que el otro lado es 27... porque con los mismos ángulos y con lados también 12
y 18, lo cierto es que hay otro triángulo cuyo tercer lado es 8 y no 27.
12	 18
27
8	 12
18
Comentario 4
El hecho de que en la parte a) el cálculo de CB haya de hacerse como suma de los seg-
mentos CH y HB representa una dificultad adicional.
En la parte b) el hecho de que CB se calcule como diferencia de CH y BH es otra dificultad.
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En la parte c) debido al hecho de que trazando la altura
no se consigue estar en posesión de dos de los tres elementos que permiten sacar partido de
las razones trigonométricas, esto es, dado que no se conocen dos de los tres elementos de
resulta que es preciso meterse en relaciones mediadoras entre m, n y h que llevan general-
mente al planteamiento de tres ecuaciones que ligan m, n y h, y comportan dificultades alge-
braicas que añaden complicación al problema.
Aquellos alumnos que lo hacen de punta a cabo, como es el caso del mostrado en la pági-
na siguiente, tienen indudablemente que hacer gala de una notable competencia.
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Capítulo 3
Aumentar y disminuir
CICLO:
SEGUNDO DE SECUNDARIA OBLIGATORIA
TIEMPO
DE 18 A 20 CLASES
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
PORCENTAJES (1." CICLO)
ITERACIÓN (2. 2 CICLO)
SEMEJANZA (1 . ER CICLO)
MATERIAL:
CALCULADORA
PAPEL MILIMETRADO PARA GRÁFICAS
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1. PRESENTACIÓN. CONCEPTOS
Mientras los alumnos permanecen dentro de la esfera de los números enteros positivos,
un rasgo sobresaliente separa a un lado la suma y la multiplicación y a otro la resta y la divi-
sión; las primeras comportan un aumento y las segundas una disminución.
Pero al ampliar el campo de los números utilizables, esa convicción debe ser alterada, y
los profesores tienen que intervenir expresa y conscientemente para que se produzca una
revisión conceptual de las operaciones aritméticas. El resultado de una operación dependerá
ahora más de cuales sean los operandos.
Y tal supone mantener simultáneamente dos niveles de atención, en lugar de uno como
antes, la operación misma con sus particularidades algorítmicas, y los números que intervienen en
la operación. La suma de dos números ya no tiene por qué ser mayor o igual que cada uno de
ellos. Multiplicar 0.3 x7 da un resultado mayor que 0.3, pero menor que 7; multiplicar 0.3
x 0.4 da un resultado menor que los dos términos del producto.
Una vez planteado este conflicto y empezada a consolidar conceptualmente esta nueva
perspectiva, habrá de extenderse progresivamente a operaciones y situaciones más comple-
jas.
i) Las fracciones, además de ser otra representación de los números en forma decimal, es
decir además de ser y cornportarse como números (3/4 = 3:4 = 0.75), y de tener un
uso específico como partes de un todo que sirve como referente y con el que se com-
paran (2/3, 3/10, 1/100 de la población); se emplean también como activadores de ope-
ración (como en 1/3 de 200 o en 1/4 de 2/3).
Este carácter de activadores que las fracciones, usadas de esta forma, comparten con
los porcentajes (70% de ...) hace que los dos componentes de la operación que se va
a ejecutar ocupen ahora estratos diferentes: uno, el operador es activo; el otro es pasi-
vo, se opera sobre él y sufre una transformación.
Incluso los hábitos lingüísticos señalan una diferencia semántica entre «5 por 4» por
un lado y «1/3 de 8» o «70 por ciento de 3428» por otro.
Diferencia que hay que poner de relieve, tanto más cuanto que, en último extremo, su
ejecución operativa es sintácticamente idéntica: 5 x 4, 1/3 x 8, 70 x 3428/100.
ii) Otras operaciones han de ser consideradas bajo esta óptica. Por ejemplo, la radicación.
El resultado de aplicar '\/- depende esencialmente del número que entre; si éste es
mayor que 1, la salida será menor que la entrada; mientras que sí la entrada es menor
que 1 la salida será mayor que la entrada. Al efectuar a b el carácter del resultado depen-
de tanto del carácter de a como del carácter de b (y más teniendo en cuenta que tanto
a como b pueden ser negativos).
iii)La ampliación a varios y hasta infinitos componentes para llegar a la noción de límite.
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Por ejemplo, si bien la suma de infinitos enteros positivos es mayor que cualquier
número en el que se pueda pensar, no ocurre así con la suma de 1, 1/3, 1/9, 1/27, ...,
que está acotada; o con la suma de una décima, una centésima, una milésima, ... que
aún teniendo infinitos sumandos no llega a ser más que 1/9.
iv) La iteración de un mismo operador produce efectos cuya regularidad merece ser estu-
diada:
0.7 0.7a	 `3 ' 7/0.-0.72 a 0.7a
Independientemente del interés intrínseco que este tratamiento del concepto síntesis
«aumentar - disminuir» pueda tener, reúne suficientes condiciones para:
• mantener una conexión estrecha con otra unidad didáctica: la semejanza;
• ser el prólogo necesario para el estudio de la función exponencial como una función
ya dada (en el presente capítulo el crecimiento --o decrecimiento— exponencial es
construido y no se hace un análisis de la función exponencial como una función formal,
como un objeto-función);
• poner en práctica un uso particularmente importante del concepto de iteración;
• hacer de la calculadora un objeto sobre el que reflexionar.
Conceptos
Los conceptos que más relieve tienen en esta unidad didáctica son:
— Multiplicación y división.
—
Potencias; números grandes y pequeños; expresión potencial.
— Raíces de índice natural.
— Porcentaje.
— Iteración.
(Ver comentario 1 en Métodos)
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2. DESARROLLO
A. ¿Qué es multiplicar?
Se puede comenzar pidiendo a los alumnos que escriban sus respuestas personales a las
preguntas «¡Qué es multiplicar?» «¡Qué es dividir?», con el propósito de hacer evidente, a
partir de sus propias respuestas, un conflicto subterráneo. ¡Cómo se compaginan sus ideas
«ingenuas» de la multiplicación y la división con los resultados que se obtienen al efectuar
(-4) x 5
0.2 x 5
0.1 x 0.4
8 ± 0.5
1/2 x 1/2
-4 veces 5
0.2 veces 5
0.1 veces 0.4
8 repartido entre 0.5
1/2 veces 1/2	 ?
B.Relación entre multiplicar por y dividir por
¡Qué resulta en la calculadora cuándo se hace
8 ± 0.5 8 x 0.5
6 ± 0.1 6 x 0.1
3 ± 0.25 3 x 0.25
20 x 0.1	 20 ± 0.1
20 x 0.2	 20 ± 0.2
8 x 0.5	 8 ÷ 0.5 ?
¡Hay alguna relación entre dividir por 0.5, por 0.1 ó por 0.25 y multiplicar por otros
números? ¡Cuáles son estos números?
Naturalmente estas últimas preguntas deberían plantearse de una manera más concreta y
paulatina. Este es uno de los modos de hacerlo: en la calculadora.
se escribe
5 y se quiere que
aparezca
2.5
pulsando las teclas	 x
	
una sola vez; y,
alternativamente,
pulsando las teclas	 una sola vez
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¿Qué número hay que introducir en
la misma pregunta
empezando con queriendo que aparezca
5 2,5
1 100
4 0,5
8 200
17 23
23 17
21 15
0,1 0,02
la conclusión tendría que ser que los números p y q introducidos en cada uno de los dos
casos
son tales que q x p = 1
q = 1 p
Estudiando lo que antecede, los alumnos tendrían que estar en condiciones de enunciar
reglas generales sobre
«Cómo conseguir aumentar un número sin sumar ni restar» y «cómo conseguir disminuir
un número sin sumar ni restar».
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C. La notación potencial para la escritura de números grandes
y de números pequeños
La discusión puede comenzar haciendo uso de la calculadora para hallar mediante suce-
sivas multiplicaciones la distancia desde una estrella a la Tierra. La estrella más cercana, que
está a más de cuatro arios luz de la Tierra, lleva a que la calculadora pase, «ella misma», en
un momento dado, de la escritura lineal a la escritura potencial.
Se analizará el significado de 10-a , cuando a es positivo, y también el de 100 , recurriendo
a conocimientos ya adquiridos en la práctica con exponentes positivos.
D. Comparación de los significados de xY y de x''Y en la calculadora.
Comparación de los significados de «elevar a» y «hallar la raíz... de».
Evaluación instrumental
Antes de utilizar en contextos no meramente formales lo tratado hasta aquí es necesario
asegurarse de que los alumnos han conseguido un dominio operativo o instrumental de ello.
Una hora de evaluación como la que sigue permitirá al profesor tener idea de si en efecto
las cosas están ya a punto para poder continuar.
Para evaluación:
1. Tengo en la calculadora 72, quiero conseguir 18 y lo quiero hacer
a) sólo mediante multiplicación,
b) sólo mediante división.
2. Cómo se puede conseguir disminuir 3.5 por multiplicación? ¿Y por división?
3. a) Introduce en la calculadora sin emplear la tecla xY , el número 5.208 ; escríbelo de
la manera habitual.
b) ¿Qué pondrá la calculadora cuando hagas (2.1 x 109 ÷ (7 x 10-3) ?
E. Porcentajes
Se supone que los alumnos saben ya calcular un porcentaje determinado de una cantidad
dada. Y se supone también que su manera de hacerlo es o bien mentalmente cuando la oca-
sión sea propicia; o bien comparando con 100 (i) el 23 por ciento de 100 es 23; ii) 53200 es
532 veces 100; iii) luego el 23 por ciento de 53200 es 532 veces 23); o bien comparando con
1 (el 17% de 1 es 0.17; luego el 17% de 4000 es 4000 x 0.17).
(Ver comentario 1 en Análisis conceptual)
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Lo que se les va a pedir ahora es algo más. Por un lado, comprender que con muchísima
frecuencia, el cálculo de un porcentaje es sólo el primer paso de un proceso que se culmina
con un segundo paso. Si un frigorífico tiene su precio rebajado el 30%, normalmente saber
que la cantidad rebajada es 0.3 x A es el paso intermedio para saber lo que hay que pagar,
que es 0.7 A. De manera que la parte, digamos estática, hallar 0.3 x A, puede omitirse cuan-
do lo que se desea es llegar al final de un corto proceso dinámico en el que en sustancia hay
también una multiplicación, pero de este carácter
X07A	 0. 0.7 A.	 [1]
Por otro lado, se les pedirá la reflexión que debe acompañar a la iteración del procedi-
miento [1].
Personas muy cultas suelen hacer este tipo de argumentos: «En el plazo de 12 años se ha
desertizado el 10% de la tierra cultivable; entonces si la cosa sigue así en 120 años ya no
habrá ninguna tierra cultivable».
La experiencia nos ha enseriado que esta equivocación que a nosotros nos parece tan
obvia, está lejos de serlo. Por eso tal vez lo más oportuno seria, una vez más, hacer explícito
un conflicto.
La raíz de este conflicto es muy probable que esté en lo siguiente: si a 1 se le suma el 20%
de 1, los dos esquemas siguientes son absolutamente equivalentes,
multiplicar por 1,2
Pero cuando los esquemas son de retroalimentación,
multiplicar por 1,2
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sumar 0,2
sumar 0,2
sumar 0,6
sumar 0,2
el primero conduce a una sucesión aritmética, mientras que el segundo conduce a una suce-
sión geométrica.
El primer punto de vista suele llevar en la práctica de muchos alumnos, a la sustitución,
del proceso iterativo
por otro proceso no iterativo, un proceso como este
sumar 0,4
etc.
en el que están aplicando acciones distintas al mismo imput, cuando de lo que se trata es de
aplicar la misma acción a distintos imputs.
Si esto es así, la solución del conflicto debería intentarse a través de que el alumno reco-
nozca tres cosas:
1. Que en efecto el tratamiento del problema exige un procedimiento iterativo.
2. Que la iteración
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no responde a las condiciones del problema, porque ya en el segundo paso no debe
sumar 0.2, porque el 20% de 1.2 no es 0.2.
3. Que la suma iterada de 0.2 corresponde a una situación de proporcionalidad:
1 paso 0.2
2 pasos 0.4
3 pasos 0.6
4 pasos 0.8
etc.
Mientras que el producto iterado por 1.2 no corresponde a una situación de propor-
cionalidad:
1 paso	 1.2
2 pasos 1.2' # 1.40
3 pasos 1.2 3 # 1.60
4 pasos 1.2 4 # 1.80
etc.
(Ver comentario 2 en Análisis conceptual)
F. Crecimiento o decrecimiento iterados
En las situaciones que se propondrán habrá siempre cuatro objetos diferenciados:
la entrada
el iterador,
el numero de pasos de la iteración,
la salida.
Y por ello, cuatro tipos de problemas, los señalados a continuación con El, E2, E3 y E4.
El. Se conocen:
la entrada, 1
el iterador, a
el número de pasos, n.
Se busca:
el resultado final, la salida, S.
1 	  a" = S	 = O
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Se resolverán problemas como el de la desertización como problemas de decrecimiento
iterado
multiplicar por 0.9
con un número determinado de pasos ( en nuestro caso, 10). El hilo se desarrolla y queda
x 0.9 0.9 x 0.9 0.92 X 0 . 9 0.93 x 0.9 0.94_0_ 	 x 0.9 0.91,
con lo que el resultado final es 0.9 1 0 0.35, es decir, que al cabo de 10 períodos de 12
arios aún quedará el 35% de tierra cultivable.
E igualmente, problemas de crecimiento iterado. Se volverá a subrayar la visión sintética
según la cual multiplicar por un número entre O y 1 es disminuir, y multiplicar por un núme-
ro mayor que 1 es aumentar. Y dos importantes preguntas asociadas
— Multiplicar un número por 1.23 es aumentarlo. ¿En qué porcentaje se aumenta?
— Multiplicar un número por 0.95 es disminuirlo. ¿En qué porcentaje disminuye?
E2. Se conocen:
el iterador, a
el número de pasos, n
la salida, S.
Se busca:
la entrada, E.
E --Ea" = S
Es difícil para los alumnos superar la dificultad de «invertir el sentido del recorrido»: Si
al avanzar, es decir, si dentro de seis arios se tiene 1.04 6 , ¿qué se tendría hace cuatro arios? La
secuencia
1	 1	
	 ---»... 1	 1.04 __A...1.042
1.042	1.04
es tergiversada por muchos alumnos que a la izquierda del 1 escriben
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0.9 62
 
--YO. 0.96 —3.- 1.
Y análogamente, cuando el iterador es menor que 1, como ocurre en
1	 0.92	 0.922
escriben a la izquierda del 1
. . .	 1.082 1.08	 1
E 3. Se conocen:
la entrada, 1
el número de pasos de la iteración, n
la salida, S.
Se busca:
el iterador, a.
En problemas como
«Creciendo del mismo modo anualmente, una población se triplica en 50 arios. ¿Que por-
centaje crece anualmente?»
la máquina de retroalimentación
xa
está sin definir, porque falta precisamente el iterador.
Lo que si se conoce, sin embargo, es el resultado final del proceso de iteración
a5° = 3
En general,
1	 a" =S O n =S
(Ver comentario 3 en Análisis conceptual)
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E4. Se conocen:
la entrada, 1
el iterador, a
la salida, S.
Se busca:
el número de pasos, n
1	 a" = S	 a® = S
(Ver comentario 4 en Análisis conceptual)
(Ver comentario 2 en Métodos)
G. Gráfica de n -->
Secuencia:
i) n	 1.1"	 n, natural
ii) n --+ 0.85"	 n, natural
iii) Discusión acerca de cómo seria la gráfica
x —n 1.1"	 x, real no negativo
iv) Boceto de las gráficas de
x	 1.1x
x, real no negativo
x --4 0.85x
v) Boceto de las mismas gráficas cuando x es un número real cualquiera.
(Ver comentario 5 en «ANÁLISIS CONCEPTUAL»)
H. Evaluación
Como el tema es difícil, una evaluación precipitada, es decir, realizada antes de tiempo,
antes de que los alumnos hayan dispuesto del tiempo suficiente para comprender lo nuevo
y revisar lo antiguo, puede llevar a unos resultados decepcionantes, y hasta «catastróficos».
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Teniendo esto en cuenta, la propuesta de realización de un ejercicio escrito tendrá como
objeto apreciar qué es lo que los alumnos han comprendido mejor y que es lo que precisa
todavía de discusión.
Por ejemplo, puede preverse una persistente dificultad en traducir «una población decre-
ce el 3% anualmente» mediante el número 0.97. Y se manifiesta e la escritura de 1.03 y la
posterior resta; o en escribir (1/1.03) 8 en lugar de 0.97 8 (lo cual revela una vez comprendido
que dividir por un número mayor que 1 es disminuir, no todo está comprendido).
A modo de muestra, he aquí un posible ejercicio escrito:
1. Una ciudad tiene actualmente 87000 habitantes. Y crece anualmente al 4%. .Cuál será
su población dentro de cinco arios?
2. Si el dinero pierde dos por ciento de su valor cada año. ¿Cuál será el valor de una pese-
ta al cabo de un ario? ¿Y al cabo de 10 arios?
3. Un capital de ha duplicado en 8 arios. j ,A, qué tanto por ciento anual ha crecido?
3. MÉTODOS
Comentario 1
Existe el riesgo de que el carácter tan numérico y operativo de las situaciones en las que
los alumnos han de verse implicados, deje en la sombra las discusiones conceptuales.
Pero la ausencia de estas discusiones llevaría a que la mecánica del cálculo y las prisas por
dar un resultado obscureciesen la comprensión del significado de los que están haciendo.
Comentario 2
Uno de los objetivos principales es el de que los alumnos aprecien la variedad de situa-
ciones a las que puede aplicarse el modelo que se está estudiando. Así que esa variedad debe-
rá ponerse de relieve en las clases con ejemplos como estos:
1. Un coche sin impuestos vale 1.200.000 pts., y con impuestos 1.550.000 pts., ¿qué
porcentaje del precio inicial es el impuesto?
2. Una piscina de 25 metros cúbicos se vacía el 12% cada hora. ¡,cuántos litros habrá en
la piscina al cabo de 4 horas?
3. Una bola de nieve que pesa inicialmente 10 kilos aumenta su peso, mientras va rodan-
do, el 5% cada segundo. Cuánto pesará al cabo de 8 segundos?
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4. ANÁLISIS CONCEPTUAL
Comentario 1
Puede decirse que las dos «posiciones» mentales para la comprensión del significado y del
cálculo de porcentajes son
comparar con 100
o
comparar con 1
De las dos, la más difícil de captar es, muy probablemente la de comparar con 1. Pero es
justamente ésta la que permite transitar con más eficacia por los conceptos esenciales de este
tema. Así que no debería omitirse ningún esfuerzo para analizarla en detalle.
El procedimiento de comparar con 1 es el que se emplea en la situación
«Qué porcentaje de 90.000 es 30.000?»
cuando la respuesta se da así:
30.000 ± 90.000 = 0.333,
luego el porcentaje es 33.3.
O, aún más directamente, cuando el responder a la pregunta 	 it
«Qué porcentaje es 3/7?»
se responde así:
3 ÷ 7 = 0.4285 ; 42.85%
En ambos casos se aprecia que lo que se requiere es una profunda comprensión de la divi-
sión. Dicho explícitamente, que dividir es comparar con 1
3 entre 7, ó 3 de 7
es 0.4285 de 1
Esto es, ese carácter de la división que se fija en «lo que toca a uno» o «lo que corres-
ponde a uno».
Si 20.000 barriles de petróleo cuestan 500.000 dólares, entonces 500.000 ± 20.000 es lo
que «cuesta uno».
Si un millón de cerillas cuestan veinte mil pesetas, entonces 20.000 ± 1.000.000 es lo que
cuesta «una cerilla».
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Comentario 2
Otra raíz de la tergiversación seguramente está en una cierta pereza o negligencia sintác-
tica en el uso del lenguaje corriente.
«Sumar 20» no es lo mismo que «sumar el 20 por ciento». «Sumar 20» es una frase com-
pleta; «sumar el 20 por ciento» es una frase incompleta, carece de significado.
Y nada se arregla por el sólo hecho de situar ambas en un contexto inicial, por así decir-
lo; ya que la diferencia entre
«A 7 sumar 20»	 [1]
y «A 7 sumar el 20 por ciento» 	 [2]
es la misma: No es pertinente preguntar «20 ¿de qué?» y sí que lo es preguntar «20 por
ciento	 qué?»
en [1] hay un sólo referente, el 7.
En [2] debería haber dos referentes, el 7 y el número del que hay que hallar el 20 por cien-
to; pero sólo hay uno.
Esa doble referencia necesaria en la frase [2] se hace explícita cuando se escribe «A 7
sumar su 20 por ciento».
Comentario 3
Nos parece que no habría que precipitarse para ir directamente a hacer n,U, esto es, 31/50,
utilizando la tecla x"Y . Probablemente, los alumnos obtendrán una mejor comprensión de lo
que están haciendo si «tantean» en su calculadora qué número es el que elevado a 50 da 3.
Algo así
1.1"
1.0150
1.02'
1.03"
1.025"
1.022"
1.023'
= 117.39...
= 1.64...
= 2.69...
= 4.38...
= 3.43...
= 2.96...
= 3.11...
Se pasa mucho
No llega
No llega
Se pasa
Se pasa
No llega, pero está cerca
Se vuelve a pasar
Este procedimiento tiene la ventaja didáctica de que hace entrar en juego el concepto bási-
co de aproximación.
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Después de hecho esto se apreciará mejor la ventaja de que la calculadora tenga una tecla,
la x"Y , que ahorra un montón de cálculos.
Hechos los cálculos
3 50INV X'' = 1.022215...
aún habrá alumnos que, bien por imprecisión en el lenguaje, bien por una incompleta com-
prensión conceptual, verbalizarán el resultado de la siguiente manera:
«1.022... es lo que ha crecido el primer ario»
en lugar de
«1.022... es en lo que se ha convertido al cabo del primer ario».
Lo cual es probablemente síntoma del predominio de una visión estática del cambio, en
detrimento de la visión dinámica que es la que debe prevalecer.
Comentario 4
En la concordancia con el comentario 3, lo que aquí consideramos más importante es que
al tener un problema del tipo
Cuántos arios tarda en duplicarse una población que crece el 1% anualmente?
los alumnos comprendan que en
1.01 n = 2
puede buscarse n en la calculadora haciendo ensayos:
1.01 20 = 1.22...	 hacen falta más arios
1.01 4° = 1.42...	 más todavía
1.01 80 = 2.21...	 menos
1.01 7° = 2.006...	 ya estamos cerca
1.01 69 = 1.986...	 entre 69 y 70 arios.
Y como a continuación va a dibujarse la gráfica de la función exponencial, lo que habría
de ponerse de relieve es que en la relación que liga E, a, n y S.
Ea = S,
la única de las cuatro variables que está en el exponente es n.
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Los profesores que lo deseen están ahora en el momento de introducir los logaritmos. Un
par de días de trabajo preparatorio terminará en tomar logaritmos en la expresión
1.01" = 2,
con lo que log 1.01 = log 2
n log 1.01 = log 2
log 2 
11=
log 1.01
— 69.66071689
En tal caso, es decir, si se ha decidido introducir los logaritmos, sería conveniente con-
cluir con un resumen de las relaciones entre raíces y potencias, por un lado, y logaritmos y
«exponencias», por otro:
A una entrada a la que se someta a xY y a renglón seguido a x"Y terminará en una salida
que coincide con la entrada inicial
243 x uy	 5
A una entrada a la que se somete a 10" y a renglón seguido a log terminará en una salida
que coincide con la entrada inicial
log1.000 33
	 1 Ox
Comentario 5
La gráfica deberá ofrecer la visión plástica del hecho de que en períodos iguales de tiem-
po, el crecimiento no es igual.
Sin embargo, los primeros instintos de representación gráfica llegan a ser, inintenciona-
damente, falsificados por los alumnos, que tienen tendencia, o querencia, a la representación
rectilínea.
Debería discutirse el significado de 0.85 032 , como extensión conceptual del significado de
0.85 4 ó de 0.85-3 ; extensión que es nada menos que el paso de los discreto a lo continuo y
que, como tal, no es fácil de captar en un sólo asalto, ni en un sólo tema.
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Capítulo 4
Mirar e imaginar
CICLO:
PRIMERO Y SEGUNDO
TIEMPO
SESIONES AISLADAS O, EN OCASIONES, DOS SEGUIDAS.
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
A ELEGIR POR CADA PROFESORA Y CADA PROFESOR
MATERIAL:
TRANSPARENCIAS
DIAPOSITIVAS
FOTOGRAFÍAS
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PRESENTACIÓN
Percibir es una acción mental organizadora. Una percepción no es la marca de un sello
sobre la mente receptora, sino un proceso rápido —o menos rápido— de conexión de sen-
saciones, imágenes, hipótesis, memoria...; una construcción unitaria aunque no siempre
estable y, con frecuencia, ambigua; un elemento esencial para la interpretación de los hechos
y de los conceptos.
La imaginación, en cuanto capacidad para crear imágenes mentales que sigan a proposi-
ciones verbales dándolas «cuerpo» o siendo «modelos» de ellas, o que las precedan de mane-
ra precisa o difusa a la espera de una «lógica» que las encadene, o simplemente como ele-
mentos de una intuición independiente de las expresiones verbales; en cuanto dinamizado-
ra de imágenes ya disponibles; en cuanto compañera móvil y movilizadora de la percepción,
es inseparable de la conciencia de estar haciendo matemáticas.
El hecho de que no podamos meternos en las cabezas de los demás para ver —como se
ve un texto— qué y cómo perciben o imaginan es, posiblemente, el aspecto que más contri-
buye a que la enseñanza de las matemáticas sea una continua reformulación de hipótesis no
definitivamente ni irrefutablemente contrastables.
Pero esto no quiere decir que no se pueda hacer nada por educar la percepción y la ima-
ginación. Lo más obvio que puede hacerse es llamar la atención del sujeto sobre percepcio-
nes e imágenes especificas, intentar desarrollar la conciencia de esas acciones mentales y dis-
cutir los «productos» que personas diferentes, los diferentes estudiantes de un mismo grupo,
elaboran a partir de las mismas materias primas iniciales.
Esa y no otra es la razón de ser de las propuestas que serán hechas a continuación (un
pequeño subconjunto que puede ampliarse a discreción), y que no tienen más status que el
de ejemplos o ilustraciones perfectamente sustituibles por otros que cada profesora y cada
profesor harían bien en elegir de entre la ingente cantidad que ellos, sus alumnos, su entor-
no cultural o su propia imaginación pueden ofrecer y que seguramente no serán las mismas
curso tras curso.
DESARROLLO
Las sesiones dedicadas a estos asuntos no constituyen una unidad didáctica y por eso no
tiene mucho sentido dotarlas de una secuencia especifica. Así como cada propuesta puede
ser reemplazada por otra diferente, cada sesión debe tener carácter por sí misma, ser com-
pleta en sí misma. Naturalmente, cuando se prepara una sesión se puede estar pensando en
otras que la complementen, que la amplíen, que tomen uno de sus puntos como referencia
para una discusión más matizada o más general; naturalmente también que el profesor que-
rrá seguir la evolución de la maestría que los estudiantes vayan adquiriendo en el control y
en la dinámica de sus propias imágenes, en el reconocimiento del detalle y en la capacidad
para discutir los posibles puntos de vista; pero no es este el lugar de demostrar, sino el de
mirar, hacia afuera y hacia adentro.
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Mirar, eso sí, con calma. Es decir, observar analizando, separando, comparando, uniendo.
Hay estudios que cifran en 6.5, 3.5, y entre 1 y 2 segundos, respectivamente, la duración
media de los planos en telefilmes, dibujos animados y anuncios publicitarios y videoclips.
Ese ritmo en la sucesión de las imágenes que parece tener como fin mantener la atención de
los espectadores a toda costa, no es muy favorable para la reflexión y el análisis de los «men-
sajes» que se están recibiendo. Y puede sospecharse con fundamento que ese ritmo trepi-
dante está formando una tendencia o incluso un hábito en las personas — y en particular en
los alumnos— a mirar las cosas superficialmente.
No aconsejamos, desde luego, que los profesores libren por sí solos desde su planta baja
una batalla contra estas altas esferas de producción de imágenes. Pero seguramente es nece-
sario que los estudiantes reconozcan que la mirada superficial llevará emparejados percep-
ciones y conocimientos superficiales, que hay un ejercicio de la mirada, que cada persona es
capaz de crear sus propias imágenes mentales, que puede ponerlas en movimiento ahí den-
tro y que eso es algo que satisface y que ayuda a conocer mejor.
En algunas propuestas son elementos fundamentales las diapositivas, los materiales, las
transparencias. En otras no se utiliza ningún material de apoyo, se reflexiona sobre imágenes
mentales.
A. Poco a poco.
En la transparencia
2
	
3
que está topada al comienzo, se descubre primero la figura 1 2 y se
pregunta: ¿Qué ves? Se descubre después la segunda figura y se pre-
gunta: ¿Qué ves ahora? Luego la 32 con su pregunta y la 42 con su pre-
gunta.
B. Del dibujo a la construcción.
(Los alumnos dispondrán de suficientes policubos engarzables y de
folios punteados en trama isométrica).
Construye con cubos las figuras representadas aquí:
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C. De la construcción al dibujo.
Construcciones paulatinamente más complejas se irán dibujando en
la trama isométrica.
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D. Evolución.
La siguiente transparencia
se irá mostrando progresivamente de izquierda a derecha por filas y
de arriba abajo por columnas (0 de derecha izquierda y de abajo arri-
ba!).
E. Planta, alzado y perfil.
E.1. Si miramos desde arriba esta construcción hecha con policubos
82
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vemos esto:
Escribe la posición desde la que se mira la misma construcción para
ver esto otro.
E.2. Dibuja como se vería esta pieza desde los puntos de vista (1),
( 2 ) Y (3).
(3)
(2)
.	 .	 .
.	 •	 •
.
`e
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• .	 .	 •	 .	 .
• .	 .	 •	 .	 .
• .	 .	 .	 .	 .
• .	 •	 .	 •	 .
• .	 •	 •	 .	 .
• .	 .	 •	 .	 .
• .	 .	 •	 .	 .
.	 .	 •	 .	 .	 .
.	 .	 .	 .	 .	 .
F. Circunferencias y elipses.
1. Las esferas se ven como círculos.
¿Lo que hay en el techo son círculos? ¿No podrían ser elipses, ya
que se ven como elipses?
Tampoco vemos como paralelas las rectas que creemos que son
paralelas.
2. ¿Qué es lo que muestra la foto?
Lo más lejano a la persona que ha hecho la foto es un circulo.
Pero lo más cercano parece más bien una elipse. ¿Es posible eso?
3. Un corte del tronco muestra una elipse. ¿Basta la foto para
saber que el tronco no es cilíndrico?
Tal vez sea cilíndrico y el corte no se haya dado perpendicular-
mente al eje del cilindro.
4. Cualquier corte que se dé a una esfera produce un círculo.
La sombra ¿es una especie de corte? Si lo es no puede dar una
elipse. Y si no lo es, ¿qué relación tiene una sombra con el obje-
to que la causa?
¿Qué conservan las sombras y qué pueden alterar?
84
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F3
F4
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ITIn11~11111	 G. ¿Cóncavo o convexo?
1. ¿Cómo ha visto el objeto la persona que ha hecho la foto: cón-
cavo o convexo?
¿Cómo lo ve una persona que sólo tiene la fotografía: cóncavo
o convexo?
¿Qué razones tiene para decidir?
2. ¿Las mismas preguntas son ahora más fáciles de responder?
¿Por qué?
3. Lo que muestra la foto es la verja de un jardín.
¿Cómo es realmente la verja?
Gl
G2
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G3
111•111111111111111 	 H. El punto de vista.
1. Se ve un hexágono regular. Pero ¿es un hexágono? ¿es regular?
2. Ahora se ve una pirámide. Pero a costa de no ver un hexágono
regular.
En realidad, si recordamos que estamos viendo una foto, no
estamos viendo una pirámide, estamos imaginando una pirámi-
de. Sólo porque antes ya hemos visto pirámides estamos ahora
seguros de que es una pirámide.
Hl
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H2
I. Plano y volumen.
I y 2. Los alicatados están hechos realmente para dar una sensa-
ción de volumen. Están hechos tratando de engañar al ojo. Y
para lograrlo se han contrapuespo colores claros y oscuros.
3. Más intencionadamente aún y con más refinamiento, este gra-
bado de Escher nos hace dudar permanentemente si en la cinta
hay protuberancias o hendiduras.
Unas veces las vemos de una manera y otras de otra. La per-
cepción se quedará momentáneamente en una decisión y luego
cambiará a la otra, pero no se puede ver simultáneamente
desde los dos puntos de vista.
89
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12
13
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rlIMMIZI~I	 J. Positivo y negativo.
1. Un mosaico de cuadrados y rombos.
Si la atención se fija en los rombos horizontales, posiblemente
se vean como la parte superior de «taburetes» con soportes
negros.
Si uno se fija preferentemente en los rombos verticales, aquella
percepción se desvanece y deja su lugar a otra.
2. Ahora tenemos una especie de negativo fotográfico del mosaico
anterior; lo oscuro y lo claro se han intercambiado. Lo claro
seguramente predomina sobre lo oscuro y la sensación de volu-
men que antes sugerían los «taburetes», ahora es muy difícil de
conseguir.
J2
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IUIUUUUIIIIIIIIUUIIIUI 	
K. La cinta de Möebius.
Los tres focos que iluminan los tres «vértices» de la cinta contribu-
yen decisivamente a una sensación espacial.
Esta sensación no es la misma si se mira fijamente al triángulo equi-
látero negro central; que entonces no parece estar detrás sino en pri-
mer plano, con lo que el volumen de la figura cambia como por efecto
de un zoom.
=ME L. ¿Qué le pasa al cuarto cuatro?
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M. No es lo que parece.
1. ¿Hay tres planos? ¿Hay un sólo plano?
La figura es imposible en la realidad tridimensional, pero puede
dibujarse en dos dimensiones.
Nos engaña al hacernos creer que es una representación plana
de un objeto tridimensional, cuando el objeto es bidimensional.
2. El rombo rojo de más atrás es el que engaña al ojo. Si vemos un
rombo creyendo que es un cuadrado el tablero es imposible.
Pero si vemos el rombo como un rombo de verdad, la figura es
perfectamente posible.
Nota: Los originales de esta lámina y los dos de la lámina siguiente están
tomados el libro de Bruno Ernst Abenteuer mit Unmöglichen Figuren (Taco,
Berlin, 1987).
Ml
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M2
N. Dentro y fuera.
1. Como antes en el grabado de Escher, este dibujo nos sitúa en el
dilema de un cambio de percepción. La taza de café (¿por qué
sé que es de café?) está apoyada en el suelo de una caja de la
que vemos otras dos paredes. Estamos viendo el interior de la
caja.
Pero la caja puede también estar «flotando» en el aire delante
de un cubo que estamos viendo desde el exterior.
2. Si percibimos el cubo de manera que el vértice situado en el cen-
tro de la imagen sea el más próximo a nosotros, veremos una
ventana cerrada y una ventana con un florero. Desde la venta-
na cerrada no se puede ver el florero. Estamos viendo el cubo
desde arriba. La cara superior la vemos desde arriba, es el teja-
do.
No obstante, también podemos ver la cara superior del cubo
desde abajo, y entonces esa cara es el techo y todo cambia.
Ahora desde la ventana cerrada se puede ver el florero.
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r11•111~~11	 O. Tres puntos.
Imagina tres puntos.
¿Los has puesto en línea recta? Si es así, desplaza el punto interior
hasta que esté a la misma distancia de los otros dos. ¿Ya está?
Ahora sácalo de la recta y muévelo despacito de manera que esté
siempre a la misma distancia de los otros dos. Ahora muévelo más
deprisa cumpliendo la misma condición.
¿Lo has movido siempre por la parte de arriba de la recta? Muévelo
también por la parte de abajo.
¿Qué camino ha recorrido el punto?
La mediatriz del segmento formado por los puntos fijos.
P. Cinco puntos.
Imagina los vértices de un pentágono regular. Sólo los vértices.
Ponles letras, A, B, C, D, E.
Ve uniéndolos de dos en dos saltándote siempre uno.
¿Se ha cerrado la figura?
¿Ves qué figura queda?
¿Ves qué figura queda en el centro?
1
11n11~1~1	 Q. Circunferencias.
Imagina tres puntos... que no estén en línea recta.
Con cuidado, imagina una circunferencia que pase por los tres.
¿Puedes imaginar otra que también pase por los tres puntos que
están fijos?
No muevas los puntos. Ahora imagina otro. ¿Qué figura están for-
mando los cuatro?
¿Puedes poner el cuarto punto de manera que forme con los tres
que todavía están fijos un cuadrado? ¿No? ¿Y un rectángulo? ¿Y un
paralelogramo?
R. El centro de un cubo.
Imagina un cubo.
Ahora imagina sólo los vértices.
Ahora sólo los vértices de la cara de arriba.
Imagina el centro del cubo.
Une el centro del cubo con los cuatro vértices de arriba mediante
segmentos. ¿Qué figura se forma así?
El volumen de esa pirámide, ¿qué parte es del volumen del cubo?
5. Rectángulos en el cubo.
Imagina un cubo sólido.
Córtalo por un plano de manera que el corte sea un cuadrado.
Cuidado ahora: corta el cubo por un plano de manera que el corte
sea un rectángulo no cuadrado. ¿Ya lo tienes?
Córtalo por otro plano de manera que el rectángulo sea más
pequeño que el anterior. Aún más pequeño. Aún más... hasta que
no tengas cuatro lados sino sólo uno.
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T. Triángulos en el cubo.
Imagina un cubo sólido. Fíjate en uno de sus vértices.
¿Cuántas aristas van a ese vértice?
Toma el punto medio de cada una de las tres aristas que van a ese
vértice. Si ahora cortases con una cuchilla dando un corte plano que
pase por esos tres puntos medios, el cubo quedará cortado en dos
trozos, uno más pequeño y otro más grande. Fíjate en el pequeño.
¿qué figura es?
¿Qué forma tiene el sitio por donde has dado el corte?
¿Puedes imaginar otros cortes al cubo de manera que también sal-
gan triángulos equiláteros pero más grandes? ¿Y más pequeños?
¿Y triángulos que no sean equiláteros?
U. Cilindro.
Imagina un cilindro. Que la altura sea aproximadamente tres veces
el diámetro.
Córtalo por un plano perpendicular al eje del cilindro, ¿Qué figura
queda como corte?
Inclina un poco el plano del corte. ¿Qué figura queda ahora como
corte?
Sigue inclinando el plano más y más. ¿Qué figuras van quedando
como cortes?
Si sigues inclinando el plano verás que las figuras dejan de ser elip-
ses. ¿Qué son?
V. Parábolas I.
(Se supone que conocen las parábolas del tema de funciones).
Imagina una parábola. Desplaza un punto recorriendo la parábola.
Describe el camino que recorre el punto. ¿En algún trozo sube? ¿En
algún trozo baja?
Imagina una parábola de tal forma que cuando un punto la recorra
de izquierda a derecha, primero suba y después baje.
Imagina sólo una rama de la parábola. Un punto que se mueve por
esa rama está bajando; llega a una posición en la que ya no baja
más, está en el vértice. Completa en la cabeza la parábola con la
otra rama. ¿crees que la figura es simétrica?
Vuelve a imaginar un punto que baja por una rama, Pero que cada
vez está más abajo, más abajo. ¿Crees que la figura es simétrica?
¿Dónde está el vértice?
Imagina ahora unos ejes de coordenadas con el origen en un punto
fijo. Coloca una parábola. ¿Corta a los ejes? ¿Puedes situarla de
forma que pase por el origen, sin que esté el vértice en este punto?
¿Puedes situarla con el vértice en el origen?
Elige dos puntos del eje de abscisas e imagina distintas parábolas
que pasen cada una por esos dos puntos. Imagina los vértices de
todas estas parábolas. ¿Qué figura están formando estos puntos?
Imagina una recta paralela al eje de ordenadas. Imagina la que
pase por el punto (3,0). Imagina parábolas que tengan el vértice en
esa recta. Fíjate en dos de esas parábolas ¿se cortan? (Si la res-
puesta es sí) ¿Puedes imaginar dos que no se corten?; (si la res-
puesta es no) ¿puedes imaginar dos que se corten?
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W. La función seno.
Imagina la gráfica de la función seno.
No te olvides de la parte que está a la izquierda del origen de coor-
denadas.
Imagina que la figura está hecha de alambre.
Imagina que superpones sobre la primera otra hecha también de
alambre.
Deja quieta la primera y desplaza la segunda hacia la derecha poco
a poco. Ahora ves dos figuras iguales pero no superpuestas.
Sigue desplazando la segunda hacia la derecha. ¿Hay un momento
en el que vuelven a superponerse las dos figuras?
¿Cuánto has tenido que desplazar la segunda figura para que ocu-
rra eso?
V. Parábolas
La parábola y = x' ya la han dibujado en el papel).
Imagina la parábola. La vas a ir desplazando sobre el plano pero
sin deformarla, pero por el momento está inmóvil. Su vértice está
en el origen de coordenadas y sus ramas están hacia arriba.
Ahora la vas desplazando horizontalmente hacia la derecha; su
vértice sigue estando apoyado en el eje de abscisas.
Vuelve al punto de partida. Ahora desplázala horizontalmente
hacia la izquierda. Su vértice sigue apoyándose en el eje de absci-
sas.
(Todas ellas tienen una ecuación similar. Discusión de la ecuación).
Volvamos al punto de partida. Ahora desplázala verticalmente
hacia arriba. Detente en el punto 2 del eje de ordenadas. (Ecuación).
Sigue subiendo la parábola. Detente en el punto 7 del eje de orde-
nadas. (Ecuación).
Volvamos al punto de partida. Ahora muévela verticalmente hacia
abajo. Párate cuando el vértice esté en el punto -3 del eje de orde-
nadas. (Ecuación).
Volvamos a poner el vértice en el punto -3 del eje de ordenadas.
Muévela horizontalmente, primero hacia la derecha; luego hacia la
izquierda.
Volvamos al origen. Desplázala horizontalmente hasta que el vérti-
ce esté en el punto 4 del eje de abscisas. (Ecuación).
Desde ahí muévela verticalmente tres unidades. ¿Dónde está ahora
el vértice? (Ecuación).
Vuelve a poner la parábola con vértice en el origen. Ahora fíjate en
la recta diagonal del primer cuadrante. Mueve la parábola sin
girarla haciendo que resbale sobre la diagonal. Párala cuando el
vértice haya llegado al punto (7,7). Déjala ahí quieta, dibujada en
tu mente. ¿Puedes llegar a ella empezando desde el origen pero
moviendo sólo horizontal y verticalmente? (Ecuación de la parábo-
la que has dejado quieta).
Vuelve a poner la parábola con su vértice en el origen de coorde-
nadas.
Ahora, sin mover el vértice, gírala 180 grados. Las ramas están
hacia abajo. Su ecuación es y = -x2.
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r=1111~~1 X. Rotaciones.
Imagina un segmento.
Ese segmento es el diámetro de una semicircunferencia.
La semicircunferencia da una vuelta completa en torno al diámetro.
¿Qué figura se ha formado?
Vuelve a imaginar el mismo segmento. Imagina ahora un segmen-
to paralelo a él y de igual longitud. Une los segmentos por sus
extremos. ¿Se ha formado un rectángulo? Si es así, gira el segun-
do segmento una vuelta completa en torno al primero. ¿Qué figura
se ha formado? Si no era un rectángulo, ¿qué figura era? Gira el
segundo segmento una vuelta completa en torno al primero. ¿Qué
figura sale?
Vuelve a imaginar el mismo segmento inicial. Extendiéndolo por sus
extremos. Más, más, hasta que veas una recta.
Ahora imagina una circunferencia que no corte a esa recta. Gira la
circunferencia una vuelta completa en torno a la recta.
¿Ves la figura que has descrito? Se llama toro.
Imagina la misma recta. Y ahora una circunferencia que la toque
solamente en un punto. Haz que la circunferencia dé una vuelto
completa en torno a la recta. ¿Ves lo que sale?
Imagina ahora que la circunferencia corta a la recta en dos puntos.
La circunferencia está partida en dos. Quédate con uno de los tro-
zos y olvídate del otro. Haz que el trozo con el que te has quedado
dé una vuelta completa en torno a la recta. ¿Ves la figura que se ha
formado?
ir111111111~1111~	 Y. Sombras.
Imagina un marco rectangular de madera que apoyado en el suelo
sea más alto que ancho. El marco está perpendicular al suelo.
Siguiendo hacia arriba el filo del marco hay una luz situada a una
altura doble que la del marco. Entonces el marco arroja una som-
bra sobre el suelo. ¿La ves? ¿Cuánto crees que mide la longitud de
la sombra?
Ahora la luz la vas bajando poquito a poco. ¿Qué le va ocurriendo
a la sombra? Sigues bajando la luz hasta que casi toque el marco
¿Cómo es la sombra ahora? La luz está ya justamente en la esqui-
na del marco, ¿cómo es la sombra?
El mismo proceso, pero con la luz situada en el vértice del punto
medio del lado superior del marco.
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Capítulo 5
Figuras planas
CICLO:
SEGUNDO. PARA ALUMNOS DE 3.'. NO OBSTANTE, LA
SEGUNDA PARTE REFERENTE A MOSAICOS PODRÍA SER VISTA
EN EL SIGUIENTE CURSO A UN NIVEL DIFERENTE AL INDICADO
AQUÍ, COMO SE SUGIERE AL FINAL DE LA UNIDAD.
TIEMPO
ENTRE 12 Y 14 HORAS DE CLASE
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
ANTERIORES:
CIRCUNFERENCIA
POLIEDROS
MIRAR E IMAGINAR
POSTERIORES:
MEDIR CALCULANDO
MATERIAL:
PAPEL CUADRICULADO (SIRVE LA CUADRÍCULA
DE LOS CUADERNOS CORRIENTES)
CARTULINA
TIJERAS
REGLA Y COMPÁS
CUERDA Y CHINCHETAS
ESPEJOS Y LIBRO DE ESPEJOS
TRAMAS DE MOSAICOS REGULARES Y SEMIREGULARES
DIAPOSITIVAS DE MOSAICOS
ORDENADOR Y PROGRAMAS DE DISEÑO GRÁFICO
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CAPÍTULO 5 - FIGURAS PLANAS
1. PRESENTACIÓN
Objetivos
1. Analizar las figuras en el plano.
2. Imaginar formas sin apoyarse en situaciones concretas.
3. Utilizar adecuadamente conceptos geométricos como perpendicular, mediatriz, bisec-
triz, diagonal, eje de simetría, centro de simetría, ...
4. Identificar figuras simétricas, con el tipo de simetría utilizada; así como obtener figu-
ras simétricas respecto de ejes y de puntos.
5. Alcanzar mayor destreza en el manejo de los procedimientos de clasificar figuras.
6. Manejar métodos de razonamiento y estrategias generales para resolución de problemas.
7. Apreciar la belleza de las formas geométricas y los extraordinarios resultados obten
dos a partir de las formas más simples.
Contenidos
1. Reconocimiento de figuras planas analizando e interpretando sus propiedades.
2. Trazado de mediatrices, bisectrices y perpendiculares en general.
3. Construcción y reconocimiento de elipses. Análisis de algunas de sus propiedades.
4. Análisis de movimientos en el plano, especialmente las simetrías.
5. Construcción de polígonos regulares.
Cualquier cuestión puede ser motivo justificado para un tratamiento creativo del apren-
dizaje. Esto es muy evidente en geometría; si el alumno se ve animado a hacer construccio-
nes debe poner en funcionamiento una gran cantidad de relaciones y tener presentes toda
una serie de conceptos que en muchas ocasiones son redescubiertos al ser presentados en
situaciones nuevas.
2. DESARROLLO
Cometas
Propongamos en clase que dibujen dos circunferencias; inmediatamente surgirán pregun-
tas que harán aflorar una gran cantidad de conceptos geométricos. El canadiense David
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Wheeler nos lo muestra en su articulo «Construcciones geométricas elementales», publicado
en la revista de la ATM. A partir de esta pregunta va creando el ambiente que nos introduci-
rá en el plano y nos hará recordar o descubrir algunos procedimientos fundamentales.
Siempre se duda sobre si dichas circunferencias deben tener el mismo o diferente radio,
si deben cortarse o no, ser interiores o exteriores, ... No importa ya que a continuación nos
preguntaremos sobre las condiciones que deben cumplir para cortarse.
Es frecuente conformarse con sólo una de las condiciones:
• La distancia entre los centros debe ser menor que la suma de los radios.
Por esto conviene insistir en la importancia del análisis de todas las posiciones y de esta
manera encontrar la segunda condición:
• Dicha distancia será mayor que la diferencia entre los radios.
Es claro que los casos extremos corresponden a los dos de tangencia, interior y exterior.
Propiedades del rombo y simetrías
Dibujemos ahora dos circunferencias del mismo radio que se corten. Al unir los puntos
de intersección de ambas con sus centros la figura obtenida es el rombo con sus diagonales.
Es esta una figura familiar que permite abordar la búsqueda de sus propiedades sin grandes
dificultades. De nuevo se nos brinda la ocasión de hacer el análisis de posibilidades, de rea-
lizar hipótesis y contrastarlas y de adquirir estrategias para investigar.
Es frecuente caer en la cuenta de que se superponen las dos mitades del rombo, basta para
ello doblar el papel por la diagonal, y encontrar que es esta una figura simétrica.
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Hay otras propiedades que también es fácil descubrir:
• Tienen los ángulos iguales.
• Las diagonales se cortan en el punto medio.
• Los ángulos son iguales dos a dos; unos agudos y otros obtusos.
• Los ángulos suman en total 360 0
(Ver Métodos 1).
El estudio de estas propiedades conduce al encuentro con métodos sencillos para recor-
dar el trazado de la mediatriz de un segmento, y de la bisectriz de un ángulo.
Una vez se adquiere destreza en el uso de esta figura como herramienta en el dibujo, es
posible hacer propuestas para obtener rombos conocidos de sus elementos, así:
Dibujar un rombo que cumpla las condiciones dadas en cada uno
Propuesto 1	 de los casos siguientes:
Conociendo una diagonal y un lado.
Dada la longitud del lado y un ángulo (determinado por las rec-
tas que contienen a sus lados).
Las cometas
¿Qué sucede si las circunferencias que se cortan son de diferente tamaño?
El análisis hecho anteriormente para el rombo permite plantear la búsqueda de propieda-
des también en este caso y que resulte una tarea sencilla y enriquecedora.
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Las «cometas» resultan ser aparentemente figuras más familiares que los rombos, aunque
puede influir en ello la experiencia adquirida en las figuras anteriores. Las propiedades que
se encuentran son del estilo de aquellas pero presentan sus particularidades, por ejemplo:
Al ser eje de simetría una sola de las diagonales da más generalidad a la situación y ofre-
ce más riqueza de posibilidades. No olvidar que las circunferencias pueden ser interiores con
lo cual la figura es cóncava.
Vuelve a aparecer el problema de la suma de los ángulos interiores de la figura resultante,
que en este caso es un cuadrilátero (Ver Métodos 1). Este problema es analizado también en
la Unidad Didáctica «Medir Calculando».
Es inmediata la generalización para cuadriláteros cualesquiera.
En el caso de los rombos la propiedad de perpendicularidad de las diagonales permitía
obtener la mediatriz de un segmento, ahora permitirá trazar perpendiculares tanto desde
puntos exteriores a un segmento como pasando por puntos pertenecientes a él.
(Ver Métodos 2).
En este caso aparece el conflicto al discutir las simetrías respecto de las diagonales. Es con-
veniente reflexionar sobre la manera de conocer si una recta es eje de simetría, suelen utili-
zarse distintos métodos:
Con vértice en un punto de corte de las dos circunferencias (p.e. el punto B) tomar dis-
tancias iguales sobre los lados; uniendo después los puntos así obtenidos con una recta se
comprueba que no están a la misma distancia del eje y por tanto no son simétricos. Si hace-
mos lo mismo con el centro de una circunferencia (el punto C) vemos que los puntos obte-
nidos equidistan del eje de simetría.
Hay otras formas de trazar perpendiculares al eje que corten a los lados y que nos darían
los correspondientes métodos de reconocer segmentos simétricos respecto de un eje.
106
CAPITULO 5 - FIGURAS PLANAS
Dibujando cometas
Haremos las siguientes propuestas con el fin de desarrollar procedimientos de clasifica-
ción, de construcción de figuras planas y estrategias de resolución de problemas.
1111111n111111111~111
	
Dibuja y clasifica cometas dados a partir de los siguientes elemen-
¡puesta 2	 tos:
a) Longitud de las diagonales constante y fijos los extremos de la
que es eje de simetría.
b) Constante el ángulo y la posición de los vértices A y C.
c) Conocidas:
- La diagonal eje de simetría.
- La posición de la otra diagonal variando su longitud.
d) Fijos la recta eje y el vértice A, también la longitud y posición de
la otra diagonal.
e) Constante la longitud de los cuatro lados.
Estos ejercicios están destinados a consolidar procedimientos; habrá que hacer una selec-
ción de ellos para ser propuestos en clase. En ellos se utilizan los métodos de construcción
fundamentales en el estudio de figuras planas:
1) Bisectriz de un ángulo.
2) Perpendicular por un punto exterior a una recta.
3) Perpendicular a una recta desde un punto de la misma.
4) Mediatriz de un segmento.
Todos estos procedimientos quedan conectados a través de una organización local (en este
caso las cometas) lo cual permite una relación directa entre la experiencia real y la memoria
permanente.
Otras construcciones. Las elipses
La última propuesta anterior (la e) resulta tal vez más difícil que las demás. Para resol-
verla tomemos como radio uno de los lados de la corneta y dibujemos una circunferencia; las
soluciones posibles las obtendremos variando la posición del centro de la que tenga por radio
el otro lado diferente. (Ver figura en la página siguiente).
La experiencia adquirida al resolver este último ejercicio nos permite esperar que no resul-
te hacer la siguiente
Dibujar cometas conocido su perímetro.
Propuesta 3
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Puede ser oportuno empezar dando numéricamente el valor del perímetro, con lo cual es
más fácil caer en la cuenta de que se trata de elegir un número cualquiera que será la longi-
tud de uno de los lados del corneta, y obtener el otro restando del semiperímetro. Esto com-
porta muy clara la relación entre la suma y la diferencia.
Conocido el semiperímetro sabemos cuanto vale la suma de los dos lados no simétricos
de la cometa. Al no determinar cómo deben ser estos lados podemos tomar uno de ellos de
cualquier longitud y restándolo al semiperímetro obtener el otro.
No resulta ya tan difícil resolver el problema dando un segmento que será el semiperíme-
tro. Observa que la figura ABCD forma una corneta cuyos vértices son conocidos y la suma
de sus lados mide la longitud del segmento dado.
De esta manera hacemos la introducción al problema de representación gráfica de una
elipse. En efecto, si repetimos varias veces el procedimiento y obtenemos diferentes cometas
con el mismo semiperímetro sin variar los centros de las dos circunferencias, obtenemos pun-
tos siempre de la misma elipse.
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Hay algunas preguntas referentes a la construcción de elipses que podemos hacernos:
a) Dibujar con clavos y cordel una elipse: Es el conocido método de guiar el lápiz median-
te un cordel que está sujeto a dos clavos colocados en los focos. Es una manera de
constatar que la suma de longitudes desde cada punto de la elipse a los puntos fijos
(focos) es constante (la longitud del cordel).
b) Sabemos que los puntos de la circunferencia son tales que su distancia a un punto fijo
es constante. La elipse es tal que la suma de distancias a dos fijos es constante. Así
como en el caso de la circunferencia la distancia constante es su radio, .cle qué seg-
mento característico de la elipse es la magnitud que permanece constante?
c) Observemos que la figura ABCD forma una corneta cuyos vértices son conocidos y la
suma de sus lados mide la longitud del eje mayor. Por tanto determinaremos dos pun-
tos de la elipse cada vez que construyamos una corneta con dichas condiciones.
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Dibujemos un segmento más bien grande, eso será la suma de distancias. Ahora situe-
mos dos puntos que serán los focos.
Obtener ahora algunos puntos de la elipse es inmediato. Si tenemos suficientes puntos
podemos unirlos y obtener así una aproximación a la elipse que puede ser aceptable.
No cabe duda de que la elipse es una curva lo suficientemente frecuente en la naturaleza
como para que sea conocida. Pero tal vez no se la conozca como una de las cónicas, es decir,
curvas que quedan definidas al seccionar el cono mediante planos. Hay muchas maneras de
mostrar estas secciones, veamos alguna de ellas:
Con una figura cónica transparente y con cierta cantidad de líquido de color en su inte-
rior. Poniéndola en las posiciones adecuadas, como indicamos a continuación, se podrán
apreciar, no con demasiada claridad, las distintas secciones del cono.
Otra posibilidad es observar la forma de la zona iluminada por una linterna que proyec-
te un cono luminoso. La linterna deberá ser de foco cilíndrico, y habrá que colocarla en dis-
tintas posiciones como indica la figura.
Otra manera consiste en hacer secciones a partir de un cono de cartulina. En primer lugar,
si hacemos una sección perpendicular al eje de simetría del cono obtenemos una circunfe-
rencia. Hay que cortar el cono transversalmente con un plano para determinar una sección
elíptica. Ya es más difícil hacer una sección paralela a la generatriz que determina una pará-
bola y otra paralela al eje del cono que nos da la hipérbola. Se obtienen las dos ramas de la
hipérbola si imaginamos que prolongamos el cono y prolongamos el mismo plano que lo sec-
ciona.
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Mosaicos
Este tema puede ser tratado independientemente del anterior como otra unidad didácti-
ca. Pero estableceremos la conexión con la precedente a partir del problema de construir un
cono con cartulina.
El profesor australiano Geofrey Giles plantea, en la revista de la ATM, el problema de
recortar cuadrantes de circunferencia para hacer conos desechando la mínima cantidad de
cartulina. Es este un enunciado típico de los problemas de optimización de recursos que aun-
que no corresponde a este ciclo conviene empezar a plantear en clase.
Recordemos que el desarrollo plano de un cono es un sector de círculo; además, a igual
generatriz, la circunferencia de la base depende del ángulo de sector que tomemos.
Nos proponemos lo siguiente:
Necesitamos construir varios conos iguales. Usaremos para ello cuadrantes de círculo que
recortaremos de una cartulina. ¿De qué manera podemos disponerlos para aprovechar al
máximo la pieza de cartulina que utilicemos?
Es posible que haya dudas en cuanto al tamaño de la hoja de cartulina de donde recorta-
mos las piezas. Consideraremos. una hoja sin límite en cualquier dirección para evitar difi-
cultades de espacio. Es conveniente tener una cierta cantidad de piezas ya recortadas para
manipular y hacerse una primera idea del problema.
Podrían intentarse disposiciones más o menos aleatorias que buscasen el aprovechamien-
to de espacio; pero nosotros debemos seguir un mínimo de rigor.
Utilizaremos algunas estrategias que nos sirvan para encontrar la disposición más conve-
niente. Así por ejemplo:
Buscaremos y analizaremos algunas regularidades. Nos apoyaremos en técnicas de dibujo
ya vistas. Usaremos soportes geométricos para dibujar los sectores...
Todas las organizaciones que se van descubriendo equivalen a disposiciones en círculos.
Es posible hacer versiones distintas de la misma organización, pero el aprovechamiento será
el mismo.
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Empezaremos por buscar técnicas que nos permitan realizar los dibujos adecuadamente
y enseguida encontraremos oportuno utilizar la cuadrícula como soporte para dibujar los sec-
tores.
11111111111111111
Ahora hay que ver cuanta cantidad de cartulina desechamos y buscar nuevas disposicio-
nes que mejoren la anterior.
Inmediatamente se nos ocurre otra disposición de los círculos que podría obtenerse utili-
zando una retícula formada por triángulos equiláteros. No es fácil dibujar estos círculos si no
partimos de la trama de triángulos equiláteros ya que habría que determinar los centros sin
apoyarnos en el soporte que da la trama.
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¿Pero es esta disposición mejor que las anteriores?
Si cortamos los cuadrantes que resultan en la situación anterior nos encontramos que ya
no son cuadrados las piezas recortadas sino otros cuadriláteros obtenidos al partir el hexá-
gono en cuatro partes.
A simple vista se aprecia que este último modelo consume menos cartulina que el cua-
drado usado hasta ahora, basta superponer los dos cuadriláteros tal como se indica.
Los Mosaicos
Vemos en la figura anterior que los hexágonos circunscritos a los círculos rellenan el
plano, entonces podemos deducir que las piezas resultantes al recortarlos en cuartos también
lo hacen y por lo tanto con esa pieza es posible formar un mosaico. Sin temor a crear confu-
sión podemos llamar loseta a cualquier pieza capaz de rellenar el plano por repetición de ella
misma.
Busquemos pues losetas que rellenen el plano.
Propuesta 4
El primero que se encuentra es el rectángulo, y además se puede descubrir una nueva
forma de rellenar el plano con el hexágono anterior que permite apreciar mejor la cantidad
de cartulina desperdiciada.
Pero también hay otros cuadriláteros que forman mosaicos. De momento descubrimos
que aquellos que tienen dos lados paralelos permiten formar bandas del modo indicado en
la figura y por lo tanto recubren el plano.
Pero no es suficiente generalización, hay que buscar en primer lugar más figuras que sean
losetas.
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Mosaicos regulares y semirregulares
Pensamos inmediatamente en figuras regulares que rellenen el plano, de esta manera apa-
recen los llamados mosaicos regulares.
Propondremos actividades del tipo:
11.11~1~11111~	 Dibujar tramas regulares de triángulos, cuadrados y hexágonos.
Medir sus ángulos interiores y completar la tabla siguiente.
N' DE LADOS
	 3	 4	 5	 6	 7	 8
ÁNGULOS	 902
Es posible medir el ángulo del triángulo y del hexágono ya que es un número entero. En
los restantes se debe llegar a encontrar la relación de dependencia con el número de lados
para dar el resultado exacto.
Resulta tentador generalizar sin detenerse a buscar una explicación, por esto conviene
hacer a la clase una propuesta del tipo de la siguiente:
¿Eres capaz ahora de decidir qué polígonos regulares rellenan el
plano y por qué?
Ahora quedan descartados la mayoría de polígonos regulares excepto aquellos cuyos
ángulos interiores sean divisores de 3600 .
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Vemos que el pentágono no forma mosaico por sí mismo, aunque sí que se consigue si lo
combinamos con el rombo. Suelen llamarse semirregulares a este tipo de mosaicos formados
por varias figuras regulares diferentes. Si buscamos más mosaicos semirregulares enseguida
se encuentra la trama de octógonos y cuadrados. En fin es este un trabajo interesante y que
se puede explorar si se desea dedicar más tiempo a esta unidad.
(Explicaciones de cómo dibujar hexágonos y octógonos en Métodos).
El cuadrante del octógono
Abandonamos ya el estudio de mosaicos regulares y
semirregulares, nos limitaremos a figuras que aprovechen
al máximo la cartulina pero que sean fáciles de dibujar,
por esto nos concentraremos en cuadriláteros que mejo-
ren el caso de los cuadrantes de hexágonos.
Aparentemente esto no es posible con los octógonos ya
que estos necesitan cuadrados para rellenar el plano.
Por esto nos hacemos la siguiente pregunta:
¿La figura resultante de divi-
dir el octógono en cuatro partes
puede rellenar el plano?
Podemos tener la ocurrencia de aprovechar la conclusión anterior de que los rectángulos
rellenan el plano, y enseguida veremos que al unir estas piezas no resultan rectángulos; sin
embargo esto puede hacer surgir una nueva idea, la de figuras simétricas.
Simetría axial
Antes o después acabamos encontrando que puede tratarse el problema dibujando figu-
ras simétricas. Sin embargo esto no significa que lo hayamos resuelto, nos vamos a encontrar
todavía con algunas dificultades.
Primero hay que decidir qué tipo de simetría se debe utilizar. Empecemos por la simetría
axial, que aparentemente debe ser más sencilla, y hagamos preguntas del estilo siguiente:
r11n111•1•13111 ¿Cómo saber que dos figuras son simétricas respecto de un eje?
¿Cómo dibujar las figuras simétricas respecto de los lados?
Veamos el problema para el cuarto de octógono que hemos obtenido anteriormente:
AL
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Necesitamos solamente determinar los simétricos de los dos vértices de la figura que no
están sobre el lado que usamos cómo eje.
Bastará para ello con dibujar el rombo correspondiente de extremos un vértice V y su
simétrico V', como se indica en la figura. El cuarto vértice se determina tomando distancias
desde sus dos adyacentes.
V'
Pero si nos planteamos el estudio de la trama que se obtiene con este tipo de simetría,
vemos que esta figura no rellena el plano ni en el caso de formar mosaicos de cuadrados y
octógonos como hemos visto antes, ni utilizando simetrías axiales.
Simetría respecto de un punto central
Encontramos por fin que el cuarto de octógono sí que es capaz de rellenar el plano por sí
solo y por lo tanto que forma mosaico. Pero la manera de disponerlo no es mediante sime-
trías axiales como acabamos de ver, si no mediante simetrías respecto a los centros de cada
lado.
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Hay pues dos preguntas que inmediatamente nos haremos:
— ¿Cómo obtener figuras simétricas respecto de un punto?
— Formar la trama a partir del cuarto octógono.
El sistema es el mismo que en el caso de la simetría axial. Obtenemos una corneta de vér-
tices V y V', con la única diferencia de que el cuarto vértice Ä queda determinado en el lado
opuesto a su homólogo.
En la segunda figura podernos comparar los dos tipos de simetría para un triángulo.
Y en la tercera figura se verifica que de esta manera conseguimos rellenar el plano apro-
vechando mejor la cartulina, aunque a estas alturas ya hemos olvidado el planteamiento ini-
cial. Pero no importa, aquél era el pretexto y podemos darnos por satisfechos con el aprove-
chamiento a que hemos llegado.
Otros movimientos
Nos van saliendo al paso otros movimientos y podemos aprovechar para conocerlos y
encontrar relaciones. Sin ánimo de hacer estudios exhaustivos, podemos al menos observar
en esta última figura la equivalencia entre simetría respecto a un punto y el giro de 180 gra-
dos entorno a él o que al componer dos simetrías obtenemos una traslación. De hecho es
posible que en lo que sigue le resulte a alguien más sencillo realizar estos movimientos que
la simetría.
117
CAPITULO 5 - FIGURAS PLANAS
Otras figuras
En la trama de octógonos y cuadrados podríamos haber dividido el octógono en cuartos
del modo indicado en la figura.
1- ¿Esta loseta forma mosaico? ¿Hay más cuadriláteros que formen
mosaico?
2- ¿Y los triángulos forman mosaico?
Propuesta 5
Ahora nos encontramos con que hay muchas figuras que forman mosaico, y según Giles
todos los triángulos y los cuadriláteros lo forman.
Todavía es posible más generalización: Cualquier figura con tres o cuatro lados (no nece-
sariamente rectos) forma mosaico con la única condición de que dichos lados sean simétri-
cos respecto de su punto medio. De esta manera podemos encontrar figuras curiosas y extra-
ñas con las que formar mosaicos.
Lii	 para los centros de simetría de los lados
•	 para los vértices
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Resulta interesante y divertido el estudio de los mosaicos que se obtienen con figuras
sobre cuadricula, los conocidos poliminós.
3. Observa esta loseta, con ella podemos construir un mosaico.
Propuesta 6
4. Construye mosaicos con las losetas que se indican a continuación y,
considerando que los vértices son los marcados, con círculos, pon
dichos vértices en las que no los tengan indicados.
Es un ejercicio interesante hacer el cálculo de los porcentajes de cartulina perdida en los
casos del cuarto del hexágono y del octógono.
En el primer caso es posible calcular el área del rectán-
gulo usando solamente el teorema de Pitágoras.
Tomamos la unidad como medida del lado del hexágono.
El lado menor del rectángulo que también es el radio del
circulo será:
1= i(1/2)2
 = \i 3/2
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El área del rectángulo 3 3/4	 Área del semicírculo TC /2.3/4
Área perdida 3 -Ni3/4 - TC /2.3/4
Proporción con respecto al rectángulo 7,7%.
En el caso del octógono es más difícil todavía. Para calcular el área de cada triángulo en
que dividimos la figura hay que utilizar trigonometría y por tanto debe proponerse después
de estudiar el tema «Medir calculando». Es posible resolver el problema si las medidas del
triángulo se toman directamente en el dibujo.
Evaluación
Si usamos cálculo trigonométrico. En este caso suponemos la
unidad el radio del círculo; el lado del octógono será:
2 x (1.tag 22.5°)
Area del cuadrilátero.
Proporción 5,2%.
Observación directa del trabajo diario de los alumnos obteniendo como consecuencia jui-
cios sobre la evolución de su aprendizaje. Como las propuestas que hacemos son muy
amplias no será más orientador la obtención de un resultado final que el proceso de trabajo
en la búsqueda de soluciones lo que nos dará la información necesaria.
De acuerdo con los objetivos marcados habrá que prestar especial atención a los siguien-
tes aspectos del proceso de aprendizaje:
Uso de estrategias de resolución de problemas: Este es un aspecto importante en esta Unidad
pues debemos aprovechar las posibilidades que da la geometría para desarrollar las capaci-
dades para clasificar, generalizar, uso de pensamiento lógico..., así como también nos permi-
te el desarrollo de técnicas heurísticas como la búsqueda de situaciones equivalentes, des-
composición del problema en otros más sencillos.
Conocimientos geométricos: El alumno va construyendo sus propias estructuras conceptua-
les según va trabajando; pero además, usando la construcción de cometas como referencia o
apoyo, adquirirá algunas destrezas que deberemos observar. Prestaremos especial atención al
trazado de perpendiculares a una recta desde un punto exterior y desde uno perteneciente a
ella, trazado de la mediatriz de un segmento, de la bisectriz de un ángulo...
En el apartado de mosaicos valoraremos el uso de destrezas de construcción adquiridas
en la primera parte. También se deberán usar otras técnicas como la construcción de polígo-
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nos regulares para formar tramas. El alumno deberá también establecer relaciones concep-
tuales sobre simetrías, traslaciones e incluso giros, y habrá de establecer comparaciones en
cuanto a las superficies de las figuras.
Otras destrezas y conceptos a adquirir: Obtener figuras simétricas respecto de un eje y res-
pecto de un punto, corrección de posibles ideas iniciales erróneas sobre simetrías y otros
movimientos.
En cuanto a las actitudes...: Esta Unidad deberá estar permanentemente orientada hacia la
valoración de la belleza de las formas simples, y el aprecio de las grandes posibilidades que
nos permiten los movimientos para encontrar efectos sorprendentes en la reiteración basada
en formas sencillas. Es una actividad de extraordinario interés la confección de mosaicos
basados en una pieza elemental muy sencilla sobre la cual se van efectuando pequeñas varia-
ciones. (Ver el volumen «Estructura y materiales» de este mismo proyecto).
Pruebas de Evaluación
En la parte de Cometas puede usarse la primera y segunda Propuestas para hacer una
«evaluación inicial» que permita conocer el grado de destreza que tienen en el uso de los ins-
trumentos geométricos, las ideas que posean sobre la manipulación de segmentos con regla
y compás, elementos de la circunferencia y de otras figuras planas, perpendicularidad,
mediatriz, etc. Además, la segunda propuesta también da pie para conocer las ideas que se
puedan tener sobre simetría para la segunda parte.
Tanto en el caso de las Cometas como de los Mosaicos la evaluación final consistiría en
hacer una propuesta que no interrumpa el proceso de aprendizaje. Debería ser más una prue-
ba de consolidación de estrategias que de comprobación de adquisición de conceptos o des-
trezas que ya es analizado a lo largo de todas las actividades. Los alumnos han estado obte-
niendo figuras simétricas unas de otras y por lo tanto necesitan conocer las destrezas y con-
ceptos necesarios.
En la clase anterior a la evaluación se ha trabajado ya con tramas de cuadrados, conti-
nuando con dicho trabajo haremos la siguiente:
Propuesta para evaluación
Has estado obteniendo figuras sobre cuadrícula que rellenan el plano. Haz una clasificación
de las figuras que se obtienen en dicha cuadrícula atendiendo al número de cuadros que la
forman y estudia dónde hay que poner los vértices en cada figura para que rellenen el plano.
Con esta propuesta podremos analizar la adquisición de estrategias y conseguiremos que
el alumno reflexione sobre los conceptos que ha trabajado de simetría, giro y traslación.
Deberían ser todos capaces de hacer clasificaciones y resolver las dudas que se les presenten
al encontrar figuras que al ser simétricas a otras ya encontradas son por tanto equivalentes a ellas.
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Otra posible propuesta de evaluación
Si se considera necesario hacer una evaluación del apartado de cometas podríamos utili-
zar la propuesta de dibujar elipses, que hacemos al final de esa parte. Pero debe entenderse
que serviría para analizar la capacidad para utilizar las destrezas adquiridas anteriormente y
la adquisición de estrategias para abordar este tipo de ejercicios.
4. MÉTODOS
1. Suma de los ángulos de un rombo
Puede resultar de una gran riqueza la discusión sobre la suma de los ángulos interiores
del rombo.
Hay quien tiene la intuición de que al recorrerlos recorre una vuelta completa, pero no
acierta a expresarlo. Estos dan contestaciones del tipo:
• Forman ángulo de 1800 .
• Forman una circunferencia...
También es general la sensación de que tiene que ver con el cuadrado, y dicen:
• Suman 90 + 90 + 90 + 90.
• Suman 180 + 180 + 180 + 180.
Desde el momento en que se descubre que deformando el cuadrado obtenemos el rombo
la cosa funciona más rápidamente. Ver que lo que se quita a un ángulo del cuadrado se añade
a otro permite descubrir nuevos métodos de trabajo en geometría. Ahora será natural mover
figuras bajo ciertas condiciones.
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- Se suele pensar en el caso de que el rombo tenga ángulos de 45 y 135 grados. Al hacer el
dibujo es fácil ver que no importa el ángulo de deformación, lo que se pierde en un ángulo
se gana en el otro.
Otra respuesta que se suele dar muy a menudo es que al recorrer los diferentes ángulos
internos del rombo recorremos una circunferencia completa tal como indicamos en la segun-
da figura.
2. Las tangentes interiores
Nos encontraremos con que tal vez muchos confunden los lados de la corneta con lo que
se llaman tangentes interiores de dos circunferencias y llegan a la conclusión de que los lados
de la corneta deben ser siempre perpendiculares.
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Es una interferencia debida a la similitud con el método de construcción de uno y otro
procedimiento. Rápidamente se disipa la confusión al hacer la observación de que los lados
de la corneta no son tangentes a las circunferencias. También puede haber confusión con el
trazado de las tangentes a una circunferencia desde el centro de la otra.
3. Medios técnicos para manipular figuras en el plano
a) Con el libro de espejos:
Colocando un solo libro en dos de los lados de la figura se obtienen figuras simétricas
respecto de los lados. Si hacemos una figura lo suficientemente grande para colocarla
entre dos libros de espejos enfrentados podremos ver una disposición basada en sime-
trías y giros.
b) Con programas de diseño por ordenador:
Una vez dibujada una loseta cualquier programa permite obtener réplicas de ella y tras-
ladarlas por el plano. Existen algunos que perfeccionan el encaje de dichas figuras.
Además suelen ofrecer opciones para obtener figuras simétricas respecto de ejes verti-
cales u horizontales. No todos los programas permiten hacer giros respecto de un
punto y la mayoría de las veces son difíciles de controlar. No obstante, el ordenador es
un medio fabuloso para obtener mosaicos con rapidez y perfección.
Algunos programas sencillos que permiten diseñar fácilmente mosaicos son:
• Draw para Windows (con el cual están dibujadas las figuras de esta unidad).
• Deluxe Paint.
• Autosketch.
• Paintbrush.
• Corel Draw.
Mencionaremos especialmente el programa de diseño Corel Draw. Tiene algunas caracte-
rísticas que tal vez lo hagan más interesante, sin menospreciar a los demás:
— Los giros pueden hacerse con total precisión ya que admite dar el ángulo de giro en
grados.
— Es posible una gran precisión pues tiene una opción que permite hacer correcciones
de décimas de milímetros.
— Tiene una gran cantidad de tramas y mosaicos ya hechos y permite diseñar con gran
facilidad y exactitud cualquier mosaico.
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4. Sesión de diapositivas
Resulta muy interesante y enriquecedor, para conseguir el interés del alumnado por la
belleza de las formas, dedicar una sesión a visionar diapositivas de mosaicos como final de
esta unidad.
He aquí una selección de mosaicos de la Alhambra que ha sido probada con éxito. Es inte-
resante mostrar la trama y el mosaico originario de alguno de ellos.
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Capítulo 6
Iteración
CICLO:
SEGUNDO
TIEMPO
DE 22 A 25 CLASES
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
AUMENTAR Y DISMINUIR )2. CICLO)
EL NÚMERO ÁUREO (2. CICLO)
SEMEJANZA (1 R CICLO)
MATERIAL:
CALCULADORA
REGLA Y COMPÁS
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1. PRESENTACIÓN. CONCEPTOS
Es harto conocida por los profesores la «resistencia» de muchos alumnos a ver que en los
problemas de crecimiento la parte esencial del proceso consiste en la aplicación reiterada de
la misma acción a diferentes inputs o entradas; la persistencia en considerar cada paso como
un evento aislado, sin reconocer la conexión entre los eventos.
Es muy probable que esta persistencia sea debida a un insuficiente entrenamiento en pro-
cedimientos cuyo rasgo más característico es la iteración secuencial y dinámica de una misma
acción; a la falta de un análisis o una percepción recursivos de aquellas situaciones en las que
el todo está repetido en una de sus partes; y a la escasa reflexión sobre conceptos o defini-
ciones que se llaman a sí mismos de una manera no circular.
Uno de los propósitos de este proyecto curricular es el de organizar los diversos conteni-
dos y métodos que lo componen de manera que se pongan de relieve los conceptos y los pro-
cedimientos más unificadores, y crear en torno a ellos campos de fuerzas que eviten una dis-
persión que es antagónica con los métodos de cualquier ciencia, y en particular con los de
las matemáticas.
La iteración y la recursividad, como conceptos, como algoritmos o como procedimientos,
tienen una importancia capital tanto en matemáticas como en el «pensamiento informático» y
en sus aplicaciones; así que una enseñanza contemporánea de las matemáticas debería incluir-
los, nos parece, si no quiere correr el riesgo de aislar las matemáticas y aislar la informática.
Los conceptos que darán unidad a las diversas partes del desarrollo son la iteración y la
recursividad.
Naturalmente, estos conceptos necesitan unas materias primas sobre las que ejercer la
acción y sobre las que aplicar los procedimientos; es decir, otros conceptos.
Los que se han elegido aquí lo han sido por dos motivos: por tener un peso específico
dentro del currículum y por el deseo de que las imágenes gráficas y geométricas y el estudio
numérico se complementen reforzándose mutuamente. Y son:
• Sucesiones geométricas.
• Los rectángulos.
• Las raíces cuadradas de los números naturales.
• Expresiones decimales. Fracciones.
• Fracciones continuas.
D RpmEn I \
	  \\\ N
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2. DESARROLLO
A. El concepto de iteración
A.1. Tomemos un cuadrado y quitémosle las esquinas del modo que indica la siguiente figura.
Después de quitadas las esquinas quedará otro cuadrado más pequeño
1 .er paso.
Si al cuadrado pequeño se le quitan a su vez las cuatro esquinas quedará otro cuadrado
aún más pequeño
)1,
	 2.° paso
Se puede dar un 3 er paso, y luego un 4°, etc.
Este proceso de iteración se puede representar mediante una máquina de retroalimenta-
ción:
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El esquema de esta máquina es:
«Ya
(-unidad	 unidad
de entrada	 Procesador	 \ de salidcy
línea de retroalimentación
Y aún más escuetamente:
o	 f(»)
Lo que esta máquina está haciendo es:
= f(x1)	 )(3 = f(x2)
	 f	
x4 = f(x3) 	 f
A.2. IC2tie es lo que hará esta máquina de retroalimentación?
2
1" paso
2° paso
3" paso
4° paso
A.3. Se comienza con un triángulo equilátero A, se le divide en cuatro trián-
gulos equiláteros iguales y se quita el del centro. Se itera el proceso. He aquí lo que va ocu-
rriendo:
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B. Todo y parte. Sucesiones geométricas
B.1. Si nos preguntamos cuánta cantidad de papel procedente de las esquinas amontonare-
mos cuando el proceso se hace sin que la máquina se detenga nunca, tendremos (si el área
del cuadrado inicial es 1): 1/2 del cuadrado inicial +1/2 del segundo cuadrado +1/2 del
tercero +..., es decir,
1	 1	 1	 1
+...
2	 4	 8	 16
¿Cuál es el valor S de esta suma?
1	 1	 1	 1S=	
	  +... 	 [1]
2	 4	 8	 16
Pues bien, si multiplicamos los dos miembros de la igualdad por 2 queda:
2S = 1 +I 
	 	
1 1 1
+...	 [2]
2	 4	 8	 16
(A)
Pero una parte de 2S (la indicada con A) es exactamente S; de manera que
2S = 1 + S o sea	 S = 1.
La comprensión de este proceso está en conciliar tres cosas:
a) En [1] y en [2] hay el mismo número de sumandos, porque cada sumando de [1] ha
sido sustituido por un sumando de [2].
b) En 2S «sobra» un sumando, el 1, porque el A de S y el A de 2S son idénticos.
c) En una parte de un conjunto puede haber tantos elementos como en el conjunto ente-
ro.
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Esta idea, la misma que está en
1 2 3	 4 5 6
2 4 6	 8 10 12
y en la correspondencia biunívoca entre los puntos
del segmento AB y los puntos del segmento AB',
es propia de los conjuntos infinitos.
.
No obstante, el procedimiento que consiste en utilizar una parte del todo como modo de
obtener el todo se aplica también en conjuntos finitos o en procesos finitos:
Si la máquina se detiene al cabo de 10 pasos, la suma de papel de esquinas acumulado es:
I	 1	 1	 1	 1	 1
P=	 [31
2	 4	 8
	
210
(B)
Haciendo como antes,
1	 1	 1
2P = 1 + 	 	 [4 ]
2	 4	 2'
(B)
y como la parte B está tanto en [3] como en [41, quedará
1
2P = 1 + (P -
21°
y despejando P:
1
P= 1-
21010
(Ver comentarios 1 y 2 en Métodos)
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B.2. Si se ejecutan 8 pasos en el proceso del «copo de nieve», cuál es la longitud de la línea
que resulta?
1/3	 1/3
1/3	 1/3
4/3
Todos los segmentos miden 1/9; y hay 4 x 4 = 16 segmentos
16 4 4 42
—	 )
9 3 3 3
4Respuesta: (	 )8— 9.9
3
¿Y si la máquina no se detuviese nunca? La línea resultante tendría longitud infinita.
B.3. Si el triángulo tiene inicialmente área 1, ¿qué superficie quedará después de los 20 pri-
meros pasos de funcionamiento de la máquina?
La superficie quitada es:
1 1 3 ) + 1(9))	 +16
±...±
3)19
1(27)
64 )
3
+
)19
+
1 3( )194
Q-
1 [1
3
4
+
4
3
+	 (
)2 +
4
3	 ) 2
+
4
3
+ (
4
[5]
3
4
)20 [6]
4Q= 1
3
4
+ (
4
3
4
(
4
(
4 4 4
4Q— 3 ( 3	 )2 ±	 ( 3	 ) 3
4 4 4 4 4 4
y comparando [5] y [6]:
3	 3	4Q — 4Q - 1 + (	 )"
4	 4
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Despejando Q:
Q = 1 - (  3 )20
4
La superficie que queda es
1 - Q - (  3 )" --- 0 003.
4
Si la iteración no se detuviese nunca, la superficie quitada sería
3
	
R—  
1 (1+ 	  +(  3	 + ...)
4	 4	 4
3	 3	4R = 1 + 	 +(	 ) 2 +	 [ 714	 4
3	 3	 3 4R— 	 + (  3  ) 2 + (	 ) 3 +•.	 [ 8]
4	 4	 4	 4
Comparando [7] con [8]:
3
	 4R = 4R - 1	 R= 1
4
La superficie que quedará es 1 - R = 0.
¡La superficie es 0, pero el triángulo no estará vacío: quedarán en él infinitos puntos!
C. Procedimientos recursivos
C.1. Concepto
Para tratar las sucesiones geométricas hemos buscado en el todo una parte que se asemejase
al todo. Hemos buscado entre el todo y la parte una relación recursiva. Y la hemos encontrado.
Dado un problema P que trata una información de un cierto tipo y de un cierto tamaño, el
análisis recursivo busca reducir el problema P expresando el tratamiento de la información en
términos del mismo tratamiento aplicado a una infoi	 ' nación de igual tipo pero de menor tamaño.
(Ver comentario 1 en Análisis conceptual).
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C.2. Ejemplos
En el juego de la rayuela
cuando el jugador está situado en una casilla determinada puede hacer dos tipos de movi-
mientos:
ml) adelantarse una casilla si ésta última está libre,
m2) saltar sobre una casilla ocupada, para colocarse en la siguiente,
Al preguntarnos por el número de maneras de llegar a cierta casilla, lo que un análisis
recurrente hará será quedarse detenido momentáneamente en una especie de flash:
N
a N se puede llegar viniendo de M o viniendo de L; por lo tanto el número de maneras de
llegar a N, n(N), será igual al número de maneras de llegar a M, n(M), más el número de
maneras de llegar a L, n(L). Con lo cual, claro, no se dice cuál es el número n(N). Para poder
decir cuál es ese número hay que volver a poner en movimiento lo que se había detenido
momentáneamente,
• ee4e---
N
y decir cuáles son N(M) y n(L); que a su vez se calcularán en virtud de sus dos casillas res-
pectivamente precedentes. Con lo que para poder calcular el número de maneras de llegar a
N habrá de disponerse de una base inicial sobre la que ir construyendo en sentido inverso
los números; así: siendo 1 y 1 los números de las dos primeras casillas, se pueden llenar las
casillas siguientes, en virtud de la ley recursiva que caracteriza todo el proceso:
1
	
1
	
2
	
3
	
5 8 13 21
138
••• • ••
N N N17A-1
P2
Pl
•
•A
•
•	
•	
CAPÍTULO 6 - ITERACIÓN
Con frecuencia, este tipo de procesos admite una representación en forma de árbol bina-
rio:
Desde I se puede llegar	 a J de 1 manera
a K de 2 maneras
a L de 3 maneras
a M de 5 maneras
Los conocidísimos problemas de «Las torres de Hanoi» y de «Caminos en una trama de
cuadrados» son ejemplos clásicos para la puesta en práctica de este análisis recursivo.
En «Las torres de Hanoi» el número de movimientos mínimos para cambiar de torre n
discos es igual al doble del número de movimientos para cambiar n-1 discos, aumentado en
1. Y como el número de movimientos para cambiar un disco es 1, tenemos resuelto el pro-
blema para cualquier número de discos.
En «Caminos en una trama de cuadrados»
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el número de caminos para llegar a P (desplazándose sólo en los sentidos ---> y sl,) es igual al
número de caminos para llegar a A, más el número de caminos para llegar a B. Y como, par-
tiendo de 1, el número de caminos hasta P1 es 1, hasta P2 es 1, tenemos también resuelto el
problema, para el que la representación en árbol es casi inevitable:
(Ver comentario 2 en Análisis conceptual)
D. Las raíces cuadradas de los números naturales
D.1. Una de las iteraciones más clásicas, bellas e ingeniosas de la historia de las matemá-
ticas es la que lleva mediante una cadena de rectángulos al cálculo de -\/2.
xo
Todos los rectángulos de la iteración tendrán área 2.
Se empieza con un rectángulo cualquiera de área 2
2/x.
2
y el primer paso consiste en producir otro rectángulo que en lugar del lado xi tenga como
lado la semisuma de los lados del rectángulo inicial. Los lados de este segundo rectángulo
serán, pues,
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2	 1	 2 
xi y 	  donde XI —
	  (x0 + 	 ).
x 1	 	 xo
El segundo, el tercero y todos los demás pasos serian del mismo carácter. Es decir, los
lados del tercer rectángulo serán
La máquina iterativa que va dando estos rectángulos es, por consiguiente
f(x)= 1 /2(xn
 + 2/4
Vamos a ver como funciona. Empecemos con xo = 30. (Claro que es más rápido empezar
con 2; pero queremos subrayar que xo puede ser cualquiera.
(Ver comentario 3 en Métodos)
El proceso es fácil de realizar en una calculadora, y estos son los resultados de los diez pri-
meros pasos:
NÚM. DE PASOS Xn NÚM DE DÍGITOS
CORRECTOS
0 30 0
1 15.03333333 0
2 7.583185514 0
3 3.923463459 0
4 2.216608578 0
5 1.559443931 1
6 1.420976184 2
7 1.414229654 5
8 1.414213562 10
9 1.414213562 10
10
ED	
	
)1.
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Lo ingenioso de la idea está en que mediante la iteración, los sucesivos rectángulos tienen
una forma cada vez más «cuadrada». Si tenemos éxito significará que después de infinitas ite-
raciones tendremos un rectángulo en el que los dos lados sean iguales. Y como el área es 2,
cada lado será -V2. Es decir que una vez que tenemos ese número, un nuevo paso nos volve-
rá a dar exactamente ese mismo número.
Por lo tanto, la iteración que pasa de
1	 2
x	 a	 	 (x + 	 )
2
será tal que
1	 2
x— 	 (x + 	 )
2
Ahora bien, de esta última igualdad resulta
2x = x +  2 o sea
x
2
x— 	 , es decir
x2 = 2
	
x = Nr2
D.2. La cosa aún tiene otra sorpresa. Porque para calcular V-3 basta con considerar rectángu-
los de área 3 y aplicar una iteración completamente análoga
X0
	
3/x0	 3
f(x)= 1/2 (x+3/4
y llegaremos a -\r3 porque en el límite
1	 3
x— 	 (x + 	 )
2
c?	
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3o sea 2x = x +
Ahora ya no hay más sorpresas, sino un procedimiento general que sirve para calcular
siendo a cualquier número natural:
xo
a
f(xn )= 1/2 (xn+a/x„)
x—  
1  (x+  a  )
2
2x = x +  a
= a	 x = -\ra
E. Dos rectángulos famosos
E.1. El rectángulo DIN
a) Buscamos rectángulos (los rectángulos DIN) que estén caracterizados por una relación
recursiva muy simple, pero muy notable. Esta relación consiste en que al doblar por la
mitad el rectángulo inicial se produzca otro rectángulo más pequeño, claro, pero seme-
jante al inicial
c?	
a
x=
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El primer rectángulo es DIN si el segundo también lo es. La definición puede parecer a
primera vista un círculo vicioso; pero no, de cualquier rectángulo podemos decir por las
medidas de sus lados si es o no un rectángulo DIN.
entonces también su mitad, esto es 	 1
x/2
será semejante a él. Así que
1	 x/2	 x2 _ x2 = 2	 x = -V2
1	 2
Naturalmente, se puede iterar el procedimiento y se producirá una cadena de rectángulos
todos semejantes entre si y cuyas dimensiones son
(1, V-2), (V-2/2, 1), (1/2, -V-2/2), (V-2/4, 1/2) ...
b) El rectángulo DIN hace pensar en otros. Si hay rectángulos que al doblarlos por su
mitad dan otro rectángulo de la misma forma, ¿habrá rectángulos que al doblarlos en
tres partes iguales, cada una de éstas tenga la misma forma que el original?
Sí que los hay:
	
h	 1
	
1	 1-113
112 = 3
	
h =	 así que son los rectángulos (1, -\/-3).
1
h/3
¿Habrá rectángulos que al doblarlos en cuatro, cada uno de éstos tenga la misma forma
que el original?
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h	 1
1	 h/4
h2 = 4
h =
Estos rectángulos son los (1, -V-4).
1
h/4
Y, claro, los que al doblarlos en n partes, éstas son de la misma forma que el original son
los (1, Vn).
Los lados mayores de todos estos rectángulos son estupendamente regulares: -\[2, -\[3, -\[4,
V5, •Nrn; y bien, puede decirse que se generan todos iterativamente a partir del cua-
drado (1, 1):
1	 1	 1	 1	 1
Estas relaciones pueden dibujarse también en una imagen única en la que la iteración es
visible en una espiral de brazos rectilíneos
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1	 a-1
	
a	 1
a2 - a - 1 = O
I5+1
	
a= 	 —ø=1.6181.6
2
1
a
a-11
1
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E.2. El rectángulo áureo
Un rectángulo es áureo cuando, una vez quitado de él el cuadrado construido sobre el
lado menor, el rectángulo resultante también es áureo. Esto es, el rectángulo ABCD es áureo
si el rectángulo MBCN también lo es.
A
N
La definición es operativa porque permite determinar qué rectángulos son áureos
A
N
Naturalmente, si se itera el proceso y se aplica la misma acción al rectángulo MBCN, se
obtendrá otro rectángulo áureo, el RSCN.
A
S
N
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Y así, una cadena de rectángulos áureos
ABCD
MBCN
RSCN
R	 TUN
S
R TVW
Por cierto que el número 0, el número de oro o número de Fibonacci, admite así una defi-
nición autorreferente
1	 1
	 - 0- 1,o bien, 0 - 1 + 	0
E Fracciones continuas
La definición recursiva de 0
1
0=1+
0
permite reencontrarse con una caracterización numérica de 0 mediante una iteración que
da unos resultados extraordinariamente sencillos:
1	 1	 1	 1
0 = 1 + 	  1+ 	  —1+ 	 	 =O +
0	 1	 1
	
1
1+ 	  1+ 	
	 O +
0	 1
	
1
	
1+ 	
	 O +
0	 1
+
1
+
0
Con lo que el número 0 viene caracterizado por los números encerrados en los círculos,
esto es
0 = [1, 1, 1, 1, 1,
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Expresar un número y en la forma
1
y = x i +
1
X2 +
X3 +
1
X4 +
1
X5 + 	
X6 +
es expresarlo en fracción continua: y = [ x l , x2 , x3 , ...]
. 1:2ue diferencia hay entre expresar un número en forma decinal y expresarlo en fracción
continua? ¿Pueden las fracciones continuas revelar alguna diferencia entre el carácter de un
número racional P/q y las raíces cuadradas de los números naturales, -\/ a?
Tomemos, por ejemplo
57	 54+
57
13 
1	 14	 4
13 13
=	 +	 =	 +
13/5	 2+3/5
1 14 4 +=	 +
1
=
1
2+ 2+
5/3 1+2/3
1 14 = 4 ++
1 1
2+ 2+
1 1
1+ 1+
3/2 1 + 1/2
Así 54 [4, 2, 1,	 1, 2 ]que 13 =
Dicho de otra manera: el número racional 51 43 que tiene una expresión decimal infinita
y periódica se puede expresar mediante un número finito de dígitos: una fracción continua
finita.
Y eso ocurre con cualquier racional; porque el procedimiento iterativo que consiste sus-
tancialmente en ir separando partes enteras es, necesariamente, finito. En efecto, al poner P/q
en la forma
148
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P/q = [parte entera de P/q1 + m/q
m es menor que q. Así que por grande que sea q, la iteración se detiene en algún momento.
¿Qué ocurre con
Si aplicamos la misma idea de ir separando partes enteras, tendremos
-\1-2 = 1 + (V2 - 1)
y si aplicamos también la segunda idea, la que consistía en poner
5	 1	 1
	  = 	 , tendremos Nr2 = 1 + 	
13	 13/5	 1
f2-1
¡y ahora?
Buscamos una relación recursiva en la iteración
= 1 +	 - 1) = 1 +
racionalizando
1	 1
	  = 1 + 	
1	 -\12.+1
-\[2-1	 1
separando parte entera
1
= 1 + 	
2 + (-\/ 2-1)
¡y ya hemos encontrado la recurrencia!
Por consiguiente,
1
-\T 2 = 1 + 	
2+ (V-2-1)
1
= 1 +
1
2+
1
2+
2 +
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y -\/-2, cuya expresión decimal es infinita no periódica, tiene una expresión en fracción
continua infinita pero periódica:
<-2= [1, 2, 2, 2, 2, 2, ...]
Lo interesante es que -V-3, Ni-5, .V-6,	 -V-a tienen todas ellas un desarrollo en fracción
continua infinita pero periódica.
Y todas se obtienen mediante idéntico procedimiento. Procedimiento que ilustraremos
con un par más de ejemplos.
-V3
1 1 -\r3+1
= 1 + (-V3 - 1) = 1 +
1 2
4-3-1
1 1
.\r3+1 -V-3-1
= 1 + = 1 +
-V 3+1 -\13-1 2
= 1+
2
1	 (
2
+
2
1 2 2 (\r3+1)
1+ 1+ - 1 + - N/3 + 1=
1
—
1 V3-1 2
1+ 1+
2 N13+1
1 -\/-3 + 1 = 2 + (V-3-1)
= 1+
1
2+ (.\[3-1)1+
Encontrada, pues, la recurrencia, queda
1
= 1+
1
1+
2+
11+
= [1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,
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= 2
= 2
= 2
1
+
1
2+
1	
-V7+2
1 3
-V7+2
1
-V7-2
1
+ 3	 3
3	 3('7+i)
,17+2
3
1
+
1+
3
= 2 +
1+
= 2 +
1 6
\i7+1
1=
2
2(+1)
3
1
1+
2+
1 2 2
2
-J7+1
2
1
1+
1
1+
1
-V7+1
6
1+
1
2 2
= 2 +
1
= 2
1
+
-V7-1 3
V7+1
-V7-2
1+
1 +
1
1+
1 3 1= 	 3
1
1+
1
'VT-7+1
1+
3 3
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= 2
= 2
+
+
1
— 2 +
1
1,
3 3(7+2)
1+
1
[2,	 1,
1+
1
=
4,... ]
<-7-2
<7+2
3
1+
1
1+
1
1+
1
1+
1,	 1,
1
3
4,
-j+2
1,	 1,
1
G. Evaluación
Son muchas, y algunas de ellas muy nuevas para los alumnos, las cosas que se han trata-
do en este tema. Por ello, la evaluación de los progresos de los alumnos debería ser a la vez
frecuente y benevolente. La compresión del problema de las Torres de Hanoi, y su resolución,
llevan tiempo; la redacción de la resolución también lo lleva. Y así con todo lo demás.
Captar los mecanismos algebraicos que acarrea la suma de una sucesión geométrica no es
algo que ocurre instantáneamente. Para poder llegar a la determinación de un rectángulo
áureo hay que saber resolver sin dudas una ecuación de segundo grado. Y para dibujarlo,
hay que tener claro el concepto de unidad de medida, utilizar eficientemente el teorema de
Pitágoras y saber para lo que vale un compás.
Por otro lado, es mucho más fácil calcular la suma
1	 1	 1	 1	 1
1 	
	 +
2	 4	 8	 16	 32
que emplear una suma de un tipo similar en una situación en la que esa suma no apare-
ce dada, sino que hay que construirla, y construirla dentro de un contexto en el que no es
más que un medio, una etapa dentro de la resolución. Concretamente, aun los alumnos que
mejor hayan comprendido los conceptos y los procedimientos tratados en este tema tendrán
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= 6 +
1111
1+
1
1
1
4+ 	
2
= [6, 1, 4, 2,1
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dificultades para resolver problemas como éste: «Se tienen 20 circunferencias cuyos radios
van decreciendo de manera que cada uno es 4/5 del anterior. El más grande mide 2 metros.
Cuál es la suma de las longitudes de las veinte circunferencias?»
Resulta que, efectivamente, una muy pequeña parte de los alumnos logra terminar el pro-
blema sin haber tenido ningún fallo. Y lo que tal vez sea más importante: sigue habiendo bas-
tantes que entienden «disminuir» por «quitar» o «restar»; de manera que escriben que los
sucesivos radios son
2, 2 - 4/5, 2 - 4/5 - 4/5, ...
Pero, además, no es sólo que los alumnos se encuentran con procedimientos y conceptos
nuevos para ellos, sino que tienen que usar conocimientos previos y lo tienen que hacer con
cierta soltura: como la semejanza, las raíces cuadradas, el cálculo con fracciones. De manera
que, durante el estudio y el trabajo sobre este capítulo, habrá una especie de «evaluación
retrospectiva», por así decirlo.
Tal vez la profesora o el profesor se desesperen. No parece que -habida cuenta de lo com-
plejo del asunto- ésta sea la posición más razonable. Lo sería, posiblemente, si pensasen que
por el hecho de trabajar con ánimo y con interés, siempre se aprenden las cosas; o dicho de
otra manera, si pensasen que las ideas contenidas en este tema se aprenden definitivamente
en uno o dos meses.
Un ejemplo de test al finalizar podría ser del siguiente estilo:
73
1. Escribir el desarrollo decimal de una fracción, digamos
	 por ejemplo; y escri-
birla en la forma	 11
2. Aplicar la iteración
f(x)= 1/2 (xn+43/xn)
para hallar una aproximación de -V 43 mediante 8 pasos.
3. Calcular la suma de los infinitos términos de una sucesión geométrica de razón r,
donde o < r < 1.
o
	
)1.
1 53
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4. Estudiar geométrica y numéricamente el proceso indicado en la figura.
3. MÉTODOS
Comentario 1
Desde el punto de vista que en este capítulo se ha adoptado, es muy importante observar
la diferencia entre este procedimiento que liga parte y todo, y el procedimiento que partien-
do de S y rS
S = a+ ar + ar2 +	 + arn
rS = ar + ar2 + ar3 +	 + ar" + arn''
lo que hace es restar, término a término, las dos expresiones
rS - S = ar + ar2 + ar3 +	 arn + arn.1 - a - ar - ar2 -	 - arn = ar- 1 - a.
La diferencia está en que este último es un procedimiento «ingenioso» y aislado, mientras
que el que aquí se ha propuesto es un procedimiento que se inscribe en un concepto de nivel
más alto.
Incluso, puede ocurrir que el procedimiento de restar elemento a elemento sea más fácil
que el de «parte y todo». En tal caso, sería oportuno el siguiente comentario: no es tarea de
los profesores hacer que las matemáticas sean fáciles. Las matemáticas son difíciles y no tie-
nen ningún sentido intentar hacerlas fáciles, porque ello sólo se puede hacer a costa de su
154
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propio carácter, es decir, haciendo que sean menos matemáticas o nada matemáticas. La tarea
de los profesores está en intentar hacer que los alumnos las consideren interesantes, diverti-
das, útiles prácticas, pero no fáciles.
Comentario 2
Naturalmente, situados en la actividad efectiva de las clases, se necesitarán más ocasiones
para practicar sumas de sucesiones geométricas, tanto con un número finito como con un
número infinito de términos.
Cuando los alumnos lo estén aprendiendo, tendrán dificultades varias cuanto intenten
calcular
1+
1 1 1
1
3
1
9
1
27
1
+
3.7
475-2.
3
+
9 27
.
Y habrá de discutirse el campo de validez de la expresión S = a 1/1 - r cuando ésta sea la
suma de infinitos términos; en qué casos, esto es, para qué valores de r es válida, y para qué
valores de r no lo es.
Sin olvidar, por supuesto, los aspectos algebraicos inherentes al asunto, de los cuales el de
sacar factor común para poder despejar definitivamente S sigue siendo un hueso.
Comentario 3
El uso de la calculadora aquí es para los alumnos no sólo una muestra de su rapidez y su
eficacia -cosa que ya deberían de saber a estas alturas-, sino, sobre todo, un ejemplo mecá-
nico real de cálculo iterativo.
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Y aún otra cosa: en contra de lo que a primera vista tal vez pudiera parecer, el algoritmo
converge a una velocidad casi increíble.
4. ANÁLISIS CONCEPTUAL
Comentario 1
Desde luego que no siempre que se tenga un proceso iterativo se consigue encontrar (o,
tal vez, ni siquiera se busque) una relación recursiva entre el todo y una parte.
Pondremos un par de ejemplos muy diferentes entre si.
Primer ejemplo:
Supongamos que se quiere calcular la suma de un cierto número de términos de una suce-
sión aritmética,
S = - 2 + 4 + 10 +16 + + 598 + 604.
En efecto, estos términos se obtienen iterativamente
empezando en - 2 y deteniendo la iteración en un paso determinado.
pues bien, se puede intentar
6S = - 12 + 24 + 60 + 96 + + 3624
y cualquier ensayo por conectar 6S con S de una manera recursiva es baldío.
Bueno, a lo mejor es que en lugar de multiplicar por 6 es más apropiado sumar 6,
6 + S = - 2 + 4 + 10 + + 604 + 6,
6 + S = S + 6
y no se consigue más que dejar las cosas como estaban.
Segundo ejemplo:
Consideremos el rectángulo
y pongamos en marcha la siguiente máquina de retroalimentación
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Rectángulo
Formemos en su interior un cuadrado cuyo
lado sea el menor de los dos del rectángulo. -03--
Quedémonos con el rectángulo restante.
Rectángulo
más pequeño
l er . paso
apodemos encontrar en el proceso algún rectángulo que sea semejante al inicial?
-Ni 2
Lados del primero 1, -\/ 2	 	  =
1
Lados del segundo	 1_ -\17 +1  -n/7.
El segundo no es semejante al primero.
1
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Lados del tercero 1-(- 1) = 2 -	 =	 (V2 - 1)
(-V 2-1)
	 =2
2-1
1
o•yalAA•
El tercer rectángulo es semejante al primero.
Por lo tanto, desde el tercero en adelante, ocurre lo mismo que desde el primero en ade-
lante.
Sin embargo, si consideramos el rectángulo
1
y ponemos en marcha la misma máquina, pero en la que entre inicialmente este rectán-
gulo, la búsqueda de una recursividad parecida a la de (1, .Ni 2) puede no dar resultado. O
puede que la relación recursiva sea entre una parte del todo y una subparte de ésta; puede
que lo que ocurra desde el sexto paso en adelante sea lo mismo que desde el tercer paso en
adelante.
Comentario 2
No hay, sin embargo, problemas recursivos; lo que hay es análisis recursivo de problemas.
Hay tratamientos recursivos y tratamientos no recursivos. Tomemos, por ejemplo, el núme-
ro de formas de ordenar n objetos. Un tratamiento no recursivo será éste: el primero de los
objetos puede ser uno cualquiera de los n existentes. El segundo puede ser uno cualquiera
de los n - 1 restantes. El tercero, uno cualquiera de los n - 2 restantes, etc. De manera que,
el número buscado es n x (n - 1) x (n - 2) ... x 3 x 2 x 1
Mientras que un tratamiento recursivo será éste: si ya tuviese ordenados n - 1 objetos, y
esta fuese una de estas ordenaciones
0V
el enésimo objeto lo podría poner en cualquiera de los siguientes sitios:
O V
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esto es, en n sitios diferentes. Así que
On = n °n-1
y, naturalmente, en cadena descendente
=	 - 1) °11-2
On_2 = (n - 2) 0n_3
02 = 201
0 1 = 1
Puede que a primera vista no se observe diferencia entre ambos procedimientos; sin
embargo, la hay, y grande. Como puede verse si se aprecian en detalle. En efecto, el procedi-
miento no recursivo para ordenar A, B, C, D no emplea las anteriores ordenaciones (de
menor tamaño) de A, B, C, como lo muestra este esquema habitual:
Ordenar 3 Ordenar 4
A A BCD
A A B DC
A ACBD
A ACD B
A A DBC
A A DCB
B ACD
B A DC
BC A D
Mientras que el procedimiento recursivo lo haría así:
Si tuviese los de 3 los de 4 serían
A B C A B C D
A C B A B D C
B A C A D B C
D A B C
A C B D
A C DB
La misma pluralidad de procedimientos hay en «Las torres de Hanoi» y «Los caminos
posibles», para los que pueden encontrarse sendos procedimientos no recursivos.
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En las torres de Hanoi puede uno fijarse en el número de movimientos que hay que hacer
con cada uno de los discos, y entonces lo que se observa es lo siguiente:
1 disco	 1 movimiento
2 discos	 1 movimiento del grande
+ 2 movimientos del pequeño
3 discos	 1 movimiento del más grande
+ 2 movimientos del mediano
+ 4 movimientos del pequeño
4 discos
etc.
1 movimiento del más grande
+ 2 movimientos del siguiente
+ 4 movimientos del siguiente
+ 8 movimientos del más pequeño
En los caminos posibles, puede uno fijarse en que para llegar a P tienen que hacerse 6 des-
plazamientos horizontales y 4 verticales con lo que el número de caminos será
10!
= 210
6! 4!
y este número está calculado directamente, sin hacer referencia a sus predecesores arriba
y a la izquierda.
Un ejemplo más. Una definición no recursiva de palabra palindroma es: aquella palabra
que se lee igual de derecha a izquierda que de izquierda a derecha; por ejemplo, SANAS. Una
definición recursiva es: una palabra es palindroma cuando la palabra que resulta de suprimir
las dos letras de los extremos es también palindroma. (Aquí vuelve a aparecer con claridad
por qué las definiciones o los algoritmos recursivos necesitan una base inicial, que en este
caso seria: toda palabra de una letra es palindroma; y una palabra de dos letras es palindro-
ma si las dos letras son iguales.
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1. PRESENTACIÓN. CONCEPTOS
Desde el punto de vista organizativo, tal vez lo más inmediatamente perceptible en este
tema sea el gran número de conceptos y técnicas ya estudiados y practicados con anteriori-
dad en otros momentos y otros temas. En aquellos momentos fueron vistos bajo otros focos
y en el interior de otras situaciones.
En la presente, impera un fortísimo sentido de unidad, tejido por un hilo cultural que
viene de antiguo (a los pitagóricos se les atribuye como emblema el pentágono estrellado,
también conocido como pentagrama místico) y por un hilo matemático hecho de fibras con-
ceptuales simples y, sin embargo, potentes.
ner loca-Un diagrama en forma de pentágono estrellado puede, así mismo, servir para te
lizados los principales vértices de esta unidad.
Espirales
El tema es intenso, y esa intensidad, que objetivamente se mantiene por la belleza de los con-
ceptos y la sorpresa de los resultados, los profesores tienen que hacer que sea sentida y aprecia-
da por los estudiantes a lo largo de las varias -semanas que se necesitarán para completar su estu-
dio. Desde luego que este estudio no estará libre de dificultades y, seguramente, los profesores
no tendrán un momento de reposo, aclarando unas veces, sugiriendo otras, procurando siem-
pre poner de relieve la conexión de los conceptos y la necesidad del dominio de las técnicas.
Este es, pues, un tema que pondrá en juego la madurez de los estudiantes; de ahí que,
probablemente, su ubicación temporal más adecuada sea en los últimos meses de la ense-
ñanza secundaria obligatoria; y debería dejar en los estudiantes la clara sensación de que
están usando cosas ya tratadas en otros momentos, de que —una vez más— las matemáticas
tienen virtud interconectiva y potencia explicativa.
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2. DESARROLLO
2.1. Primer bloque de diapositivas: espirales
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165
166
CAPÍTULO 7 - EL NÚMERO ÁUREO
167
CAPÍTULO 7 - EL NÚMERO ÁUREO
CAPÍTULO 7- EL NÚMERO ÁUREO
168
CAPÍTULO 7- EL NÚMERO ÁUREO
169
170
CAPÍTULO 7- EL NÚMERO ÁUREO
CAPÍTULO 7 - EL NÚMERO ÁUREO
171
172
CAPÍTULO 7- EL NÚMERO ÁUREO
2.2. Dos tipos particulares de espirales
a) Espirales aritméticas.
En el mantel de encaje hecho a mano que muestra la figura precedente, hay 120 «gajos»,
cada uno de los cuales ocupa un sector de 3 grados. Los rectángulitos blancos que van dando
forma a cada una de las dos espirales tienen una altura de 0.6 milímetros. De manera que,
de cada 3 grados que aumenta el ángulo, el radio aumenta 0.6 milímetros.
ÁNGULO RADIO
3° 0.6 mm
6° 1.2 mm
9° 1.8 mm
12° 2.4 mm
90° 18.0 mm
... ...
Á
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Así que, al crecer el ángulo en sucesión aritmética, el radio también crece en sucesión arit-
mética. Se puede decir, por lo tanto, que cada grado de aumento del ángulo significa un
aumento de 0.2 mm en la longitud del radio. Se tiene así una función mediante la que se
puede conocer el radio r correspondiente a cada ángulo O:
r = 0.2 0	 O, en grados
r, en milímetros
b) Espirales geométricas
La foto representa la concha de un molusco fosilizado. Si hacemos medidas similares a las
que hicimos antes, resulta que son aproximadamente éstas
ÁNGULO RADIO
0 1 .1 cm
90° 1.4 cm
180° 1.7 cm
270° 2.3 cm
360° 3 cm
450° 3.7 cm
540° 4.5 cm
630° 5.6 cm
173
CAPÍTULO 7 - EL NÚMERO ÁUREO
Con lo cual, ahora, al ir variando el ángulo en sucesión aritmética, el radio no varia en
sucesión aritmética, como ocurría antes.
Pero, si las diferencias entre los sucesivos radios no son constantes, los cocientes sí que son
aproximadamente constantes.
1.4 3 4.5
— 1.27 — 1.30 — 1.21
1.1 2.3 3.7
1.7 3.7 5.6
— 1.21 — 1.23 — 1.24
1.4 3 4.5
2.3
— 1.35
1.7
Podríamos «corregir» a la naturaleza y «fabricar» un fósil más perfecto que éste. Para ello,
bastaría con hacer que todos los cocientes fuesen exactamente iguales, en lugar de ser aproxi-
madamente iguales. Digamos, 1.26, que es la media de los cocientes mostrados más arriba.
Entonces, si el primer radio midiese 1.1 cm.,
el segundo mediría: 	
 1.1 x 1.26 = 1.386 cm.,
el tercero •	
 1.386 x 1.26 = 1.746 cm.
el cuarto: 	
 1.746 x 1.26 = 2.200 cm.
el quinto: 	
 2.200 x 1.26 = 2.773 cm.
el sexto: 	
 2.773 x 1.26 = 3.493 cm.
el séptimo 	
 3.493 x 1.26 = 4.402 cm.
y el octavo 	
 4.402 x 1.26 = 5.546 cm.
radios que no difieren mucho de los del fósil original.
Nuestro fósil perfecto tendría, pues, estas medidas:
ÁNGULO (EN GRADOS) RADIO (EN CENTÍMETROS)
0 1.100
90 1.386
180 1.746
270 2.200
360 2.773
450 3.493
540 4.402
630 5.546
720 6.988.
Si en lugar de ir de 90 en 90 grados, fuésemos de 1 en 1, ¿cuáles serían los radios?
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1.386 = 1.100 xcxcxcxcx...xc
c está 90 veces
Siendo c el cociente constante entre cada dos radios correspondientes a 1 grado de dife-
rencia en el ángulo.
1.386 = 1.100 x c9°
90
1.386
	  — 1.00257
1.100
la función que liga O con r es ahora
c=
r = 1.1 x 1.002578	 O, grados
r, centímetros
en la que cuando O varía en sucesión aritmética, r varía en sucesión geométrica.
Para construir una espiral geométrica basta, por consiguiente, tomar un radio de partida
(que en el caso del fósil era 1.1 cm) y elegir el cociente constante entre dos radios consecu-
tivos (en el fósil «corregido» ese cociente era 1.00257).
2.3. Segundo bloque de diapositivas: números de espirales
2.4. Una abeja recorre las celdillas de un panal
Si la abeja está en a y sólo se desplaza siguiendo alguna de estas direcciones
¿de cuántas maneras puede llegar a cada una de las restantes celdillas?
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2.5. Árbol genealógico de una abeja macho
El zángano, o abeja macho, nace de un huevo que no ha sido fertilizado. Los huevos fer-
tilizados dan lugar sólo a abejas hembra, sean reinas u obreras. Estos hechos permiten trazar
el árbol genealógico de una abeja macho a lo largo de sucesivas generaciones.
TOTALES
H M AMBOS
13 8 21
8 5 13
5 3 8
3 2 5
2 1 3
1 1 2
1 0 1
0 1 1
Por tercera vez (antes fue en las piñas, las palmeras, los girasoles y los cactus; y luego, en
los caminos posibles de la abeja por las celdillas) tenemos los números de Fibonacci:
generación
tipo de abejas la 2' 3' 4' 5' 6 7' 8'
hembra 0 1 1 2 3 5 8 13
macho 1 0 1 1 2 3 5 8
ambos 1 1 2 3 5 8 13 21
que están en sucesiones que siguen la ley
an+2 = ami ±
2.6. Ritmo de crecimiento de las sucesivas generaciones
El paso de una generación a otra puede venir reflejado por el cociente de los números de
individuos de las dos generaciones.
Tanto en las abejas hembra, como en las macho, como en ambas conjuntamente, esos
cocientes son (prescindiendo de las generaciones con cero individuos)
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1	 2	 3	 5	 8	 13 21	 34	 55	 89	 144
1	 1	 2	 3	 5	 8	 13	 21	 34	 55	 89 ..•
es decir
1, 2, 1.5, 1.4, 1.6, 1.625, 1.6154, 1.6190, 1.6176, 1.6182, 1.618
y se observa que esa sucesión de cocientes, es decir, el ritmo de crecimiento de las generacio-
nes, parece irse estabilizando en un número próximo a 1.618. Este número es el número O
(fi), o número de Fibonacci, o número áureo.
2.7. Rectángulo áureo
Si consideramos otra vez los números de la sucesión de Fibonacci,
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
y volvemos a tomarlos de dos en dos
FIGURA 1
21
1, 1
1, 2
2, 3
3, 5
5, 8
8, 13
podemos construir una colección de
rectángulos cuyos lados vayan siendo
consecutivamente 1 y 1; 1 y 2; 2 y 3; 3
y 5; 5 y 8; 8y 13; etc.
Como se ve en la figura, el rectángu-
lo de una generación se forma añadien-
do un cuadrado al rectángulo de la
generación precedente.
La forma de cada uno de los rectán-
gulos está determinada por el cociente
entre las medidas de sus lados,
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1 2 3 5 8 13 21
1 1 2 3 5 8 13
Como esos cocientes son todos distintos, ninguno de los rectángulos tiene la misma
forma que los demás, pero, a medida que los rectángulos se van haciendo más grandes, sus
formas se van haciendo más y más parecidas, los pasos de una generación a la siguiente se
van haciendo cada vez más semejantes.
¡Se puede construir a propósito rectángulos que tengan todos la misma forma (es decir, que
se pase de cada generación a la siguiente de manera no ya parecida, sino idéntica) y que cada
rectángulo se forme añadiendo un cuadrado al rectángulo anterior?
Probemos:
Tenemos un rectángulo y le añadimos un cuadrado
(A)
con lo que se forma otro rectángulo
(B)
¡Cómo tiene que ser el rectángulo (A) para que tenga la misma forma que el (B)?
1 +x
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2 + 3o
2 + 30
o
0
1 + o
1 + o
1 + 2o
CAPÍTULO 7 - EL NÚMERO ÁUREO
x + 1
	 ; x2 = x + 1 ;
	 — x — 1 = O
1
1 + -\fs-
x = 	 _ 1.618...
2
que es el número áureo, o y se puede construir con reglas y compás.
Así que el rectángulo buscado es el
, el rectángulo áureo.
0
De manera que, ahora, todos los rectángulos de la figura 2 tienen la misma forma.
5 + 8o
Figura 2La figura 2, pues, en lugar de haberla construido con la sucesión
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
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ha sido construida con la sucesión
S = 1, 0, 1 +0 , 1 + 20, 2 + 30, 3+50, 5 + 80, 8 + 130, ...
en la que todos los sucesivos cocientes son exactamente iguales,
0 1+0	 1+ 20 	 2+30	 3+50 	 5+80
1	 0	 1 + 0	 1+20 	 2+30	 3+50
y son todos iguales a 0.
Esto quiere decir que
1 + 0= 02
1 ± 20 =
2 + 30 = 04
3 + 50 = 05
5 + 80 = 06
etc.
y que la figura 2 se puede también mirar así:
0
Y como las medidas de los lados de los rectángulos son
1, O, 02 , 03 , 04 , 03, •
y están, por lo tanto, en sucesión geométrica, se las puede tomar como radios sucesivos de
una espiral geométrica, la espiral de Fibonacci.
Esta espiral sigue, claro está, también desde el 1 hacia atrás de la siguiente manera
1	 1	 1
1.
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2.8. Tercer bloque de diapositivas. Pentágonos
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2.9. El pentágono estrellado. El triángulo áureo
En el interior se forma un pentágono regular.
A
72°
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Los ángulos del triángulo isósceles ABC miden por lo tanto 36°, 72°, 72°
A
A
Este triángulo tiene una característica extraordinariamente
similar a la del rectángulo áureo, razón por la que recibe el
nombre de triángulo áureo, y es que si se toma CD igual a CB, el
triángulo resultante CBD tiene la misma forma que el ABC, es
decir, sus ángulos miden también 36°, 72° y 72°. Y como otro
tanto puede hacerse en el interior del triángulo CBD, también
el triángulo BDE tiene la misma forma; y así, sucesivamente, se
construirán infinitos triángulos de la misma forma, como antes
se había hecho con los rectángulos.
_ —
porque Cß = CD
Hay más: el número áureo también está en esos triángulos. En efecto
1	 Y
	 ; y2
 = 1 - y; y' + y - 1 = O
Y
-1 + "V-5
Y 	 2	
- 0.618... = o - 1
Y como o - 1 = 1/0, resulta que y y 1, esto es el lado peque-
ño y el lado grande del triángulo áureo son, asimismo, los lados
pequeño y grande de un rectángulo áureo.
1 - y
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d = - 1 -
2
o en unirlos de 3 en 3
y se obtiene el decágono estrellado,
cuyo lado (la distancia desde el punto 1
al punto 4) merece la pena calcularse.
y se tiene un pentágono regular;
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2.10. El decágono regular
Una más de las estupendas propiedades del número áureo es que 36° es, precisamente, el
ángulo central de un decágono regular, así que el segmento y es exactamente el lado del decá-
gono regular inscrito en una circunferencia de radio 1, y ese lado que puede construirse con
regla y compás es
2.11. El decavértice regular
Una vez que, con regla y compás, pueden dibujarse los diez vértices que dan un decágo-
no regular uniéndolos de uno en uno, se puede pasar a unirlos de 2 en 2.
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dist. (1,4) = dist. (1,p) + dist (p,4)
dist. (1,p) = dist. (1,0) = radio de la circ. = 1.
dist. (p,4) = dist. (3,4)) = lado del decágono = d.
con lo cual
d* = lado del decágono estrellado
= 1 + d
= 1 + 0 - 1 =
Así que, el lado del decágono estrellado es el número
áureo.
O, por último, se pueden unir de 4 en 4 los vértices del decavértice, resultando el pentá-
gono estrellado.
•6
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PLANTA DE LA IGLESIA DEL SANTO ESPÍRITU, EN FLORENCIA, DE BRUNELLESCHI
NOTA:
ABCD: Áureo
PQRS: Áureo
a: 36°
MN: lado del decágo-
no de radio OM
ß = 60°
MN = YZ = lado del
hexágono regular ins-
crito en la circunferen-
cia de centro X y radio
XY
El árbol genealógico de la abeja está tomado del libro de H. E. Huntley, The divine proportion; Dover
Books, New York, 1970.
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3. MÉTODOS
En esta unidad, hay tres partes que, aun siendo inseparables tal como está concebida, son
perfectamente distinguibles. Siendo cada una soporte de las otras, la parte visual y gráfica, la
parte algorítmica y la parte algebraica requieren un énfasis específico en sus respectivos
momentos.
3.1. La parte visual
Cada bloque de diapositivas sirve a un propósito. La apreciación de las diferencias en la
construcción de las espirales aritméticas y de las espirales geométricas, la frecuencia de su
aparición en la naturaleza y su continuo empleo como recurso estético, deberían ir acompa-
ñadas por la construcción efectiva de algunas espirales por los alumnos.
Los dos conjuntos de espirales (o mejor de helicoides), las dextrógiras y las levógiras, que
son visibles en las piñas, en los girasoles, en las palmeras, en muchos cactus, tienen, con sor-
prendente frecuencia, una caracterización numérica, mediante parejas de números, 3, 5; 5,
8; 8, 13; 13, 21;... que son números consecutivos en la sucesión de Fibonacci. Ésta es una
constatación asombrosa que sería una pena no poner de manifiesto.
La relación que el pentágono y el decágono estrellados tienen con el número 0 y, por ello,
con la sucesión de Fibonacci, y con el rectángulo y triángulo áureos, permite una extraordi-
naria síntesis entre las matemáticas y las diferentes culturas que han hecho del pentágono
estrellado uno de sus emblemas característicos (muchísimos países tienen el pentágono estre-
llado como elemento constitutivo de sus banderas nacionales, por citar sólo un ejemplo).
3.2. La parte algorítmica
Tanto desde el punto de vista numérico, como desde el geométrico, uno de los motores
de este tema es el del carácter algorítmico —más particularmente, iterativo y recursivo— de
gran parte de sus procedimientos. Si se omitiese la reflexión sobre ese carácter común, el
tema quedaría desprovisto de gran parte de su nervio.
3.3. La parte algebraica
Hay en estas páginas resultados muy precisos, nada vagos. Y para llegar a ellos, hay que
concentrarse algunas veces en una actividad algebraica sin la cual se perdería la fuerza que se
obtiene de la matematización de lo meramente observado. Por fortuna, esos detalles alge-
braicos no presentan especiales dificultades para los alumnos a quienes este trabajo va orien-
tado.
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4. ANÁLISIS CONCEPTUAL
4.1. Espirales y helicoides
En las fotos, hay reproducidas espirales, formas planas, y helicoides (formas tridimensio-
nales).
Aunque no se hace aquí el estudio de las formas helicoidales, no creemos que sea imper-
tinente la exposición de algunas de ellas. Por lo demás, las helicoides sobre el cilindro son
una buena analogía espacial de las espirales; en ellas, se componen igualmente dos movi-
mientos: uno circular y, el otro, un desplazamiento vertical. De manera que, la proyección
ortogonal de esos helicoides es una circunferencia. Su construcción es bien sencilla, porque
consiste en «pegar» una recta a un cilindro que ruede sobre ella donde la recta puede tener
diferentes pendientes.
En cuanto a los helicoides cónicos, suponen una buena generaliza-
ción de las espirales; en ellos, se combinan tres movimientos; uno cir-
cular, otro, un estiramiento del radio —los mismos que en el plano—
y, el tercero, un desplazamiento vertical. Su proyección ortogonal es
efectivamente una espiral.
4.2. El número áureo
Su definición algebraica, como raíz de una ecuación de segundo grado, disculpa el hecho de
que no se haya dado ninguna demostración de que la sucesión de cocientes an +1 / an de núme-
ros de la sucesión de Fibonacci converge efectivamente a 0. Creemos que es suficiente, por el
momento, con «apreciar» que la sucesión de cociente se aproxima progresivamente a 0.
4.3. Las ecuaciones
Aunque en el texto se han escrito las ecuaciones de la espiral aritmética —o de
Arquímedes— y de la espiral geométrica —o logarítmica—, sin embargo, no se ha hecho de
esas ecuaciones un objeto particular de estudio. Probablemente, no es éste el momento opor-
tuno para ello.
Si, no obstante, se analizasen con más detalle, habría de señalarse que la primera es una
función polinómica de primer grado y la segunda, una función exponencial (pero no en
coordenadas cartesianas, sino en coordenadas polares).
4.4. Sobre el número de conceptos
Tal vez se estime que el tema es demasiado extenso tal como está; y, en ese caso, se conside-
re más adecuado no incluir, por ejemplo, los apartados 2.9, 2.10, 2.11. Sea, si así se quiere. Pero
el número no debe confundirse con la dificultad, porque todos los conceptos implicados en esta
unidad son accesibles para la gran mayoría de los estudiantes del último curso de esta etapa,
sobre todo si, como se sugirió al comienzo, el tema es estudiado en los últimos meses del curso.
1%
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I. PERSPECTIVA. OBJETOS. CONCEPTOS
Serán los juegos, las simulaciones y la obtención y tratamiento de la información sobre suce-
sos aleatorios el centro de las actividades sobre el azar.
El azar aparece explícita o implícitamente, a través de un sorteo. Por ello, estudiar el azar es
estudiar sorteos.
Muchos fenómenos de la vida real, procesos naturales biológicos, físicos, químicos y socia-
les (sexo, altura, color de los ojos de un ser humano, desintegración de un átomo, riadas, naci-
miento de una ciudad o industria, ...) se comportan como juegos de azar; el sorteo, en estos
casos, ya está realizado a través de mecanismos complejos, muchas veces desconocidos, y nues-
tro trabajo consiste, entonces, en recoger los resultados y tratar de extraer consecuencias que
nos permitan predecir y tomar decisiones futuras.
El contexto adecuado para trabajar con sorteos en este ciclo es estudiar situaciones en las
que el sorteo se realice por mecanismos a nuestro alcance, totalmente transparentes.
Proponemos ideas de sorteas equiprobables o no equiprobables, así como actividades para
reconocer y diseñar sorteos equivalentes.
La simulación es uno de los procedimientos más utilizados en la actualidad para estudiar
posibles resultados de una experiencia, aleatoria o no. El problema principal en cada caso es
encontrar la {bulla de simular la situación propuesta, es decir, encontrar un modelo que la
represente por analogía. Si el modelo es fiel, se podrá usar para predecir lo que ocurrirá en la
realidad y estudiar el efecto de posibles cambios.
Muchas veces, el problema que se plantea podrá ser resuelto teóricamente, sin recurrir a la
simulación, pero esa solución no siempre es adecuada para nuestros alumnos; una ventaja defi-
nitiva de la simulación sobre otros métodos es que está al alcance de alumnos de cualquier
nivel.
Por ello, las simulaciones sobre sucesos aleatorios tendrán una presencia casi constante en
las actividades que se proponen para estos dos cursos.
Entender que el azar es imprevisible, pero que también produce regularidades y que, la pro-
babilidad cuantifica, mide, esta regularidad, es imprescindible para una buena comprensión del
azar.
La repetición de distintas experiencias aleatorias facilitará la observación de esta regularidad
y es uno de los objetivos centrales en las actividades propuestas:
Si se lanza un dado cúbico 10 veces y se analiza la frecuencia del suceso A = {Obtener seis),
al repetir varias veces esta experiencia el valor de fr (A) podrá tomar valores muy diferentes:
0; 0.1; 0.2; 0.5; 0.8; 0.9; ...
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Si en vez de 10, se tira 100 veces, los valores de fr (A) serán más parecidos entre sí y, cuan-
to mayor sea el número de lanzamientos en cada bloque, menos diferencia habrá entre ellos y
más se aproximarán a 0.16666 que es p(A).
El proceso de aproximación de la frecuencia relativa a la probabilidad es interesante obser-
varlo con un número grande de pruebas, en la mayoría de los casos, pero repetir una expe-
riencia aleatoria mil o dos mil veces puede resultar una tarea agotadora para los alumnos y
alumnas. El ordenador es un simulador ideal que, en un momento, puede facilitar información
sobre el resultado de, por ejemplo, 10.000 tiradas de un dado.
Disponer de un ordenador con programas que permitan simular sorteos en distintas condi-
ciones, facilitará la comprensión del azar. Observando y comparando los resultados obtenidos,
tanto en un número pequeño como en un número muy grande de experiencias, la idea del azar
como algo imprevisible (ilo que ocurre es cuestión de suerte!) podrá ir dando paso a la idea de
que el azar produce indeterminación, pero también produce regularidades.
El mapa siguiente recoge una posible organización para trabajar el azar.
-* MANIFESTACIONES -011-110- ENTORNO
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Naturaleza
Geometría
Números
COMPORTAMIENTOS
El azar produce indetermi-
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La necesidad de que haya un proceso de maduración suficientemente dilatado aconseja dis-
persar el tratamiento del azar a lo largo de cada curso escolar, presentándolo en contextos varia-
dos (numéricos, geométricos, ...). Las unidades didácticas que se presentan pueden desarro-
llarse de forma escalonada a lo largo de cada curso escolar y no tener, necesariamente, una con-
tinuidad temporal.
Las consideraciones teóricas nos ha parecido interesante desarrollarlas en cada uno de los
ejercicios tipo que se proponen.
II. SORTEOS-SIMULACIÓN
1. Introducción
Los alumnos y alumnas de 3° de ESO., curso para el que está pensada esta Unidad
Didáctica, ya estarán familiarizados con el vocabulario utilizado en la descripción de fenóme-
nos aleatorios (experimento aleatorio, suceso, suceso probable, imposible, «más probable que»,
contrario, muestra, frecuencia, media, ...),y tendrán unos conocimientos, muy intuitivos quizá,
acerca de los conceptos implicados. Estos conocimientos serán todavía algo confusos. En con-
veniente, por tanto, volver a insistir de nuevo sobre todos los conocimientos previos, profun-
dizando en ellos y propiciando un contenido matemático para dotar a los alumnos y alumnas
de recursos que les permitan enfrentarse a situaciones nuevas y más complejas y conseguir, con
todo ello, mejorar su comprensión del azar.
Las intenciones de esta propuesta se podrían resumir en:
• Aclarar y consolidar las ideas que tienen los alumnos y alumnas sobre el azar, dotándo-
les de un mayor contenido matemático.
• Mejorar la comprensión del significado de los parámetros estadísticos (frecuencia, media,
moda, desviaciones,...) y su utilidad para inferir conclusiones sobre una población a par-
tir del estudio realizado sobre una muestra.
• Eliminar la idea del azar como algo totalmente imprevisible, entendiendo la regularidad
que aparece implícita en esta idea y el interés de poder asignar una probabilidad «a prio-
ri» para hacer conjeturas y predicciones.
• Proporcionar procedimientos variados para asignar probabilidades.
• Poner de manifiesto la interrelación existente entre la Estadística y la Probabilidad.
• Reconocer analogías entre distintas situaciones en las que intervenga el azar y la utilidad
de disponer de modelos probabilísticos generales. Conocer los simuladores más habitua-
les.
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• Apreciar la importancia del azar por su implicación y presencia en situaciones muy varia-
das, tanto de la vida cotidiana como de otras áreas del conocimiento científico.
En las actividades propuestas se trabajarán los siguientes conceptos y procedimientos:
— Sorteos
• Equiprobables y/o equitativos.
• Equivalentes (dados, ruletas, urnas).
— Frecuencia relativa y probabilidad.
• Relación y deferencia.
• Procedimientos' para asignar probabilidades a sucesos aleatorios:
- experimental: Frecuencia relativa.
- teóricos: Diagrama de árbol, Ley de Laplace.
Tratamiento de la información:
• Presentación de los datos estadísticos: Tablas y diagramas.
• Valores representativos: Moda, mediana y media.
— Simulación.
• Búsqueda del modelo (Sorteo que represente la situación propuesta).
• Recogida de datos e interpretación.
• Comparación de los resultados de la simulación con el resultado teórico: frecuencia
relativa-probabilidad.
— Probabilidad condicionada.
• Introducción a partir de situaciones concretas y sencillas sin llegar a una definición
formal.
2. Metodología
El trabajo podría organizarse en varias fases:
H. Discusión en pequeños grupos para elaborar una conjetura inicial.
F2. Experimentación de un número determinado de experiencias por grupo.
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Agrupar en tablas preparadas en la pizarra los resultados de toda la clase y analizar las
tablas obtenidas (regularidades, valores representativos,...) para modificar o confirmar las
conjeturas iniciales.
F3. Estudio teórico de las cuestiones.
F4. Extensión a otras situaciones.
Esta posible organización, puede ser aplicada a casi todas las actividades propuestas en esta
Unidad. Alguna o algunas de las fases puede ser omitida eventualmente, pero la fase de expe-
rimentación sí debe estar presente en todas ellas, excepto, quizás, aquellos casos en que la reso-
lución teórica sea muy evidente y sencilla.
La presentación de los datos numéricos se hará como fracción, decimal, porcentaje, tanto
por algo, ... eligiendo en cada caso la forma más adecuada o cómoda.
En todas las actividades propuestas, la fase de experimentación incluye la obtención de una
tabla estadística y su posterior estudio. Al elegir valores representativos de la tabla, aparecerán,
de una u otra forma, los parámetros de centralización, y la idea de dispersión también habrá
estado presente. No obstante, los alumnos y alumnas de este nivel deben ser capaces de leer e
interpretar adecuadamente las estadísticas que aparecen de forma tan frecuente en los medios
de comunicación habituales, por lo que puede ser conveniente incluir alguna actividad centra-
da en el estudio de los parámetros estadísticos más usuales.
3. Desarrollo
3.1. Frecuencia-probabilidad
Dados
Se dispone de dados de tres clases:
— Dados rojos R de 2 cm. de arista con puntas redondas.
— Dados de madera M. Cubos blancos de 3 cm. marcados por los
propios chicos.
— Dados blancos B trucados.
La propuesta es: ¿Qué dado utilizarías para sortear con otro compa-
ñero, quién sale en un juego, sabiendo que el juego es tal, que el que
sale, tiene más posibilidades de ganar?
3.1.F1
Una discusión previa puede que nos lleve a:
— Pensar que los dados caseros no son muy buenos.
— Que los dados trucados, de excelente presencia, podrían ser los mejores.
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— 
Que los dados con puntas redondas no son de fiar.
3.1.F2
Será necesario realizar un número suficiente de tiradas, para poder tener alguna informa-
ción.
Se reparten los dados (el mismo número de cada clase) y se propone obtener 50 ó 60 tira-
das a cada grupo. Una tabla conjunta permitirá analizar los datos.
Indiquemos por A a los grupos de alumnos
R Al A2 As A;	 TOTALES
1
2
3
4
5
6
Total 60 60 60 60
M Al A2 A3 A4	 TOTALES
1
6
Total 60 60 60 60
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B Al A2 A3 A4	 TOTALES
1
6
Total 60 60 60 60
3.113
La teoría diría que en un dado la probabilidad de salir cada uno de los números es la misma,
pero, en este caso, tenemos que admitir que la calidad de los dados es determinante y que lo
difícil es que la probabilidad de sacar un número determinado, en alguno de los dados M o B,
sea 1/6. Es imprescindible, por tanto, contar con unos generadores aleatorios adecuados y un
sesgo claro y repetido en los resultados que predice la teoría, disponiendo de un gran número
de pruebas, puede hacer pensar en unos generadores defectuosos.
3.2. Sorteos
Viaje a la nieve
Tres amigas deciden apuntarse a un «viaje a la nieve» organizado en
su Instituto, pero cuando van a realizar la inscripción, ya sólo quedan
dos plazas disponibles. Para decidir quién será la que no haga el viaje,
acuerdan realizar un sorteo y se plantean varias posibilidades:
A) Cada una elige un papelito por turno, entre tres, aparentemente
iguales. Sin embargo, uno de ellos es más largo que los otros dos,
que sí son iguales. Se quedará sin excursión la que elija el más
largo.
B) A cada una de las amigas se le asigna uno de los posibles resul-
tados del lanzamiento simultáneo de dos monedas: dos caras, dos
cruces, o una cara y una cruz. El resultado obtenido al lanzar una
vez dos monedas, decidirá cuál de las tres queda sin viaje.
C) Cada una de ellas elige un número (distinto) del 1 al 6. Se lanza-
rá un dado cúbico hasta obtener uno de los tres números selec-
cionados. La amiga que hubiera elegido el número obtenido, que-
dará excluida del viaje.
Si fueras una de las protagonistas de esta situación, ¿te daría lo
mismo realizar el sorteo por cualquiera de los tres procedimientos? ¿Cuál
preferirías? ¿Por qué?
3.2.F1
Con la discusión inicial, se pondrán de manifiesto las dificultades existentes que se refleja-
rán en las decisiones erróneas de los grupos:
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— «Da lo mismo, todo es cuestión de suerte».
— El orden en la elección del papelito o número es importante.
— Aplicación incorrecta de la simetría.
— Prefiero el dado, es más aleatorio.
El profesor o profesora irá recordando la terminología adecuada: más probable que, equi-
probable, ...
Quizás, la objeción más importante al problema es el contestar a la pregunta: ¿Por qué se
hacen sorteos tan raros, en lugar de hacer el más sencillo consistente en poner los tres nombre
en tres papelitos y elegir uno?
3.2.F2
La experimentación requiere un análisis previo para decidir qué información interesa reco-
ger y cómo recoger esa información, para que en las tablas de la clase aparezcan datos homo-
géneos.
Se puede llegar al acuerdo de utilizar las tablas:
A a b c TOTALES
1." grupo
2.° grupo
3." grupo
B a b c TOTALES
l'' grupo
2.° grupo
3 •" grupo
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C a b c TOTALES
1» grupo
2.° grupo
3." grupo
La visión general de los resultados de la clase recogidos en las tablas puede modificar las
ideas iniciales al observar las regularidades que presentan.
Puede ser conveniente recordar el concepto de frecuencia relativa y el significado que tiene
como proporción. El paso de fracción a porcentaje no suele plantear ninguna dificultad, pero
su interpretación como decimal (tanto por uno) resulta más complicado para los alumnos y
alumnas.
3.2.F3
Es conveniente hacer el estudio teórico de cada sorteo por separado:
Sorteo A.
Es un sorteo equiprobable.
Decidir si el orden en la elección del papelito influye o no influye en el resultado del sorteo
es lo que suele provocar más conflicto. El diagrama de árbol permite calcular los casos posibles
6 y los favorables 2. La probabilidad de obtener el papelito más largo por cada chica es la misma
1/3.
En algunos grupos, aparerán diagramas de árbol no adecuados a la situación propuesta, por
ejemplo:
I a Extracción	 2a Extracción	 3' Extracción
Largo
Corto 	  Largo
Corto 	
 LargoCorto
en el que no se han tenido en cuenta todas las posibilidades, y la aplicación incorrecta del
producto asignará una mayor probabilidad de conseguir el papelito largo a la persona que rea-
lice la primera extracción.
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A	 A	 A
2. 0 	 1/2	 3. 0 	 1/2
no-A	 no-A
y se presentan en la tabla
A	 no-A A
	
no-A no-A A
1/2
	
1/4
	 1/8
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Sorteo B
Poner de manifiesto la doble posibilidad del resultado Cara-Cruz, es lo que interesará en este
caso.
Que salgan en 1" lugar dos caras o dos cruces tiene una probabilidad de 1/4, mientras que
la probabilidad de cara y cruz o cruz y cara es 1/2.
Sorteo C
Este es un sorteo equiprobable, pero se pueden requerir muchos lanzamientos del dado
para decidir el resultado.
Sea cual sea la elección, todos los números del dado tienen la misma probabilidad de salir.
Lo que no es equiprobable es el que uno de los tres números elegidos salga en el 1 n lanza-
miento, o en el 2°, 30 , . ••
Supongamos que los números elegidos son el 1, 2 y 3. Si llamamos A a que salga 1 ó 2 ó
3, y no-A a que salga 4 ó 5 ó 6. Los posibles resultados de este experimento serán:
A, no-A A, no-A no-A A, ...
Las probabilidades de cada uno de los sucesos se obtienen con el árbol
En la obtención de esta tabla, está implícito el concepto de probabilidad condicionada. El
profesor decidirá acerca de la oportunidad de profundizar en su tratamiento y proponer otros
ejemplos con sucesos dependientes.
3.2.F4
Utilizando los materiales disponibles, u otros que sugieran los propios alumnos,
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.cómo se podrían realizar:
a) Sorteos entre dos personas equivalentes al de una moneda.
Una moneda puede sustituirse por un ruleta con dos posibles resultados, o un dado consi-
derando los resultados par-impar, o dos bolas de colores diferentes, o una urna con tres bolas
blancas y tres negras, o ...
b) Proponer simuladores equivalentes a una ruleta o dado determinado.
Por ejemplo:
2 2
1
1
1
2
c) Sorteos entre 2, 3, 4,	 n personas (en la elección de los dados o ruletas más adecuadas
para cada caso, intervienen los conceptos de múltiplo y/o divisor).
d) Sorteos con los números aleatorios de una calculadora.
Y un poco más complicados:
e) Un sorteo entre 3 personas, teniendo una de ellas el doble de posibilidades que las otras
dos.
f) Sorteo equivalente al dado de quinielas (proporción 1:2:3)?
El sorteo propuesto en e) puede parecer un poco sofisticado y rebuscado. ¿Por qué alguien
ha de tener más posibilidades que los demás en un sorteo? La elección mediante sorteo de un
presidente de escalera en una pequeña comunidad de tres vecinos en la que uno de ellos es
titular de dos viviendas puede ser adecuada como ejemplo de esta situación.
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3
4.	
5
6
7
8
9
11
12
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3.3 Esperanza matemática
¿Es justo el juego?
Una ruleta está dividida en 12 sectores iguales. Considera tres secto-
res de tal ruleta: el A, que incluye los sectores numerados del 1 al 9; el
B, los numerados con 10 y 11; el C, el numerado con el 12.
Te proponen el siguiente juego: si la aguja señala uno de los sectores
de A, entonces pagas 50 ptas.; si señala uno de los sectores de B, ganas
100 ptas. y si marca el sector C ganas 200.
¿Te conviene jugar? ¿Cuánto esperas ganar o perder en 60 jugadas?
3.3.F1
Comenzamos con una discusión para elaborar conjeturas
Las conjeturas iniciales se basarán, en una gran mayoría, en un aná-
lisis parcial del juego:
a) Se puede ganar más de lo que se puede perder.
b) Hay más posibilidades de perder que de ganar.
El diagrama sagital muestra la función ganancia:
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U grupo
2.° grupo
Total
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3.3.F2
Cada grupo de alumnos y alumnas jugará un número de veces (25 ó 30) recogiendo los
resultados de cada experiencia y sacando sus conclusiones.
La ruleta puede ser simulada con un dado dodecaedrico.
La forma en que los alumnos recojan los datos obtenidos en sus experiencias facilitará la
introducción del concepto de esperanza matemática para el que este enunciado puede ser muy
adecuado.
No interesa el número obtenido en la ruleta, sino el beneficio o pérdida conseguido.
Una tabla del tipo
puede utilizarse inicialmente para recoger los datos de toda la clase en la pizarra.
Los tres resultados pueden expresarse mediante un único dato numérico asociando el signo
- o + a la pérdida o ganancia, y calcular la «ganancia media» por partida utilizando la frecuencia
relativa.
Tiene un interés especial el calcular «la ganancia media». Ejemplo, con la tabla:
X -50 +100 +200
Frecuencia 151 35 14 Total 200
de donde
- 1250 / 200 = - 6.25
Los alumnos de este nivel suelen trabajar más con porcentajes que con tanto por uno, ya
que les resulta más comprensible la idea de, por ejemplo, 27 de cada 100 que 0.27 de cada uno
,y es fácil que la mayoría calcule la ganancia media cada 100 partidas.
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3.3.F3
La resolución teórica no suele presentar grandes dificultades a los alumnos; probablemente,
algunos de ellos omitan la fase experimental en el cálculo de la ganancia media.
El trabajo previo con sorteos les lleva enseguida a tomar la decisión de que «pueden espe-
rar» que, 9 de cada 12 veces, la aguja señale el sector A; 2 de cada 12, el sector B; y sólo una
de cada 12, el tercer sector.
La «ganancia» media cada 12 partidas será, por tanto:
E(x) = 9 x ( - 50) + 2 x 100 + 1 x 200 = - 50
lo que indica que, por término medio, en cada partida el jugador obtiene un beneficio teó-
rico de - 4.17 ptas.
Es importante hacer notar a los alumnos y alumnas que este último resultado, a diferencia
del calculado en el apartado 3.3.F2, no se ha obtenido experimentalmente, sino utilizando los
conocimientos sobre la regularidad que produce el azar y es un resultado teórico, una predic-
ción sobre lo que se puede esperar que ocurra a largo plazo. Es conveniente introducir el nom-
bre de esperanza matemática, para diferenciar esta media de la obtenida a partir de una expe-
riencia (que es algo que ha ocurrido).
Es interesante comparar la esperanza matemática con las medias obtenidas experimental-
mente y constatar que la aproximación entre ambos datos mejora cuando aumenta el número
de experiencias, como ocurre también entre la probabilidad y las frecuencias relativas.
3.3.F4
Se propone a la clase que definan «juego equitativo» tomando como referencia la esperanza
matemática, admitiendo que el reparto «más equitativo» es el que es proporcional a las expec-
tativas de ganancia. Si X es la ganancia, cuando E(X) = O, E(X) > O, E(X) < O el juego se dice
que es equitativo, ventajoso o perjudicial, respectivamente.
Otras propuestas:
11~111n1	 • Un alumno que tiene en una evaluación un 4 de nota, se imagina que
el profesor le propone el siguiente juego:
En una urna se meten 10 bolas, 4 con la nota 5, 4 con la nota 3 y 2
con un 8. Se extrae una bola y la nota que indique será la de la eva-
luación.
¿Le convendría jugar?
• A una jugadora de ajedrez se le propone jugar, en un torneo, contra
otro jugador al que se le supone el mismo grado de habilidad.
El torneo es a tres partidas. Por cada partida ganada reciben 50.000
ptas. ¿Cuál es la ganancia que puede esperar?
Si asistir al congreso le cuesta 40.000 ptas. ¿le conviene participar?
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3.4. Simulación
La cola del cine
Delante de la taquilla de un cine hay una cola de 10 personas, 5 de
las cuales tienen una moneda de 500 ptas., mientras que las 5 restantes
tienen cada una de ellas un billete de 1.000 ptas. Una entrada vale 500
ptas., y al abrirse la taquilla no había dinero en la caja.
No sabemos cuál es la distribución en la cola de las personas con
moneda o billete, y podrían darse varias posibilidades. ¿Qué probabili-
dad asignarías al hecho de que nadie tengan que esperar por falta de
cambio?
La intención de esta actividad es realizar un trabajo experimental a través de una simulación
y obviar la resolución teórica que incluye unas dificultades que pueden ser insuperables para la
mayoría de los alumnos y alumnas de este nivel.
La imposibilidad de realizar una experimentación real hace necesario realizar una simula-
ción de la situación.
El problema es ahora encontrar la forma de simular la situación propuesta, es decir, encon-
trar el modelo que la represente por analogía. El proceso de construcción de este modelo va a
ser, precisamente, la fase más interesante del problema desde el punto de vista probabilistico y,
a su vez, el estudio que requiere este proceso incrementa la comprensión necesaria para deci-
dir qué aspectos de una situación son significativos y cuáles no.
3.4.F1
Las conjeturas iniciales suelen ser de tipo cualitativo y muy variadas. Es interesante que cada
grupo aporte su opinión justificándola brevemente. La atención se centrará en un aspecto par-
cial de la situación, y se recogerán soluciones del tipo:
• «Es igual de fácil que ocurra que nadie tenga que esperar o que alguien tenga que
esperar, ya que hay un 50% de posibilidades de que el primero de la cola tenga una
moneda de 500 ptas.»
• «Es muy difícil que nadie tenga que esperar Para que esto suceda, los cinco prime-
ros deberían pagar la entrada con el dinero exacto».
• Etc...
Esta diversidad de opiniones justificará la conveniencia de buscar información adicional,
que ayude a tomar una decisión.
Las propuestas de simulación de los alumnos serán muy variadas y, seguramente, algunas de
ellas no tendrán en cuenta todas las condiciones que deben cumplirse; por ejemplo, es proba-
ble que aparezcan simulaciones del tipo asignar el suceso obtener cara a la moneda de 500 ptas.
y lanzar 10 veces una moneda, que proporciona «colas de cine» que no tendrán la composi-
ción 5-5 del enunciado.
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SIN ESPERA
	
CON ESPERA
	
TOTAL
1." grupo
2.° grupo
3." grupo
Totales
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Posibles simulaciones:
a) Sortear la posición en la cola de las cinco personas que disponen de billete de 1.000 ptas.,
lanzando 5 veces un dado (o ruleta) decimal, eliminando las repeticiones.
b) Asignar a cada posición de la cola, 1 a , 2', ..., 10', la moneda o el billete con un sorteo
equivalente a «cara o cruz», finalizando al obtener 5 caras o 5 cruces.
c) Utilizar una bolsa con diez bolas, marcadas 5 con 1 y 5 con 0, y realizar extracciones
sucesivas sin reposición; aparecerán colas del tipo 1100110010, 1111100000.....
Este procedimiento es ciertamente el más académico.
3.4.F2
Elegido un procedimiento, se procede a experimentar obteniendo una cantidad suficiente de
datos.
La actividad continúa recogiendo en una tabla los resultados obtenidos en las simulaciones
realizadas por los distintos grupos, y utilizando estos datos para asignar una probabilidad al
suceso estudiado.
Una tabla como la que sigue favorece el trabajo
Aquellos alumnos y alumnas que tomen la decisión de finalizar la simulación, sin haber
completado el sorteo correspondiente, por disponer de suficiente información para saber si el
suceso estudiado se verificaría o no, demostrarán una gran comprensión de la situación pro-
puesta.
3.4.F3
Se puede proponer, bien a toda la clase o sólo a deteriiiinados alumnos y alumnas, el estudio
teórico en casos más sencillos, con una composición similar en una cola de 2, 4, ... personas.
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Para 2 personas, es obvio que la probabilidad es 1/2
Para 4 2 / 6 = 1/3
Para 6 5 / 20 = 1/4
Para 8 14 / 70 = 1/5
Tal vez no se puede esperar, como ya se ha señalado, que lleguen a generalizar y obtener la
probabilidad como 1/(n + 1) en el caso de una cola de 2n personas, pero, sí que observen la
influencia del número de personas que componen la cola en la probabilidad del suceso.
3.4.F4
El roscón de Reyes
Un grupo de 10 amigos celebran la noche de Reyes cenando en un
restaurante que ofrece un menú de 3.000 ptas. e incluye el típico roscón
de postre.
Al servirles el postre, el camarero les comenta que, precisamente, la
pastelería que les suministra tiene la costumbre de mezclar con la pasta
de cada roscón diez «sorpresas» diferentes; pero, como la mezcla se hace
antes de darle forma, éstas pueden quedar distribuidas de cualquier
manera.
Como la distribución de las sorpresas es aleatoria, el grupo de ami-
gos decide jugarse la factura del restaurante de la siguiente forma: el
roscón se partirá en diez trozos iguales y cada uno pondrá tres mil pese-
tas por cada regalo que encuentre en su parte.
¿Es fácil que uno de ellos tenga que pagar la cena de todo el grupo?
¿Y que cada uno tenga que pagar exactamente su parte?
¿Cuál es el número, que consideras más probable, de amigos a los
que les saldrá gratis la cena?
Con las primeras cuestiones planteadas se pretende poner de manifiesto la no equiprobabi-
lidad de los posibles resultados.
Posibles simulaciones:
a) Se numeran los amigos del 1 al 10 y se hace girar diez veces una ruleta decimal (o se
lanza un dado cúbico), una por cada sorpresa. El número obtenido indicará a quién ha
correspondido la sorpresa en cuestión.
b) Tomando bloques de 10 dígitos, de una tabla de números aleatorios u obtenidos con el
generador aleatorio de la calculadora. La interpretación sería similar a la de a).
c) Diez bolas o papeles numerados del 1 al 10, dentro de una bolsa opaca, representando a
los comensales. Se realizarán diez extracciones con reposición.
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=MI La Loto
La combinación ganadora en la lotería primitiva es una secuencia de
seis números obtenidos mediante extracciones sucesivas de una urna
que contiene 49 bolas numeradas del 1 al 49.
Un posible resultado sería 6-8-13-20-21-35 y en él aparecen dos
números consecutivos, el 20 y el 21.
¿Qué crees que es más frecuente en las combinaciones ganadoras:
a) que contengan números consecutivos, o
b) que no aparezcan números consecutivos?
Los números aleatorios generados por la calculadora (o bien una tabla) permiten simular
este sorteo de forma cómoda, tomando bloques de seis parejas de estos números, eliminando,
por ejemplo, 00 y 50 y las repeticiones.
3.5	 Probabilidad geométrica
r1=11n1111	 Lluvia aleatoria
¿Cómo elegirías al azar una casilla de la trama 2 x 2?
Pon un punto en la casilla elegida. Si realizaras este proceso 100
veces, ¿cuántos puntos esperas que correspondan a cada casilla? Repite
la simulación 100 veces y comprueba tu conjetura.
Si la trama consta de más cuadrados y sorteas entre ellos 100 pun-
tos, ¿cuántos esperas que correspondan a cada uno de ellos?
¿Y en tres cuadrados de esta trama?
Si tuvieras que apostar por tres de ellos, ¿por cuáles apostarías?
Al sortear 100 puntos en esta figura. ¿Qué proporción de puntos
crees que corresponderá al cuadrado inscrito?
Si tuvieras que sortear puntos en esta figura, decidir qué puntos caen
dentro del círculo y qué puntos caen fuera de él no es tan fácil. ¿Cómo lo
216
CAPÍTULO 8 - EL AZAR
harías? Si sortearas 100 puntos, ¿cómo
crees que se repartirían?
3.5.F2
En la primera cuestión planteada «elegir al azar», puede ser interpretado como «escoger»
una casilla de las cuatro. La elección debe hacerse mediante un sorteo (el problema que se plan-
tea es cómo emparejar el área de un recinto plano con la posibilidad de su elección en un sor-
teo) y analizar posibles formas de efectuarlo proporciona una nueva ocasión para trabajar sor-
teos equivalentes.
Para realizar el sorteo, deben codificarse de alguna forma los cuadrados que componen la
cuadrícula. Numerarlos (procedimiento seguido por la mayoría de los alumnos) o utilizar coor-
dinadas cartesianas es lo más cómodo con una cuadrícula nxn, y cualquier sorteo equitativo
entre nxn servirá en este caso.
Es muy frecuente la elección de casillas centrales, a pesar de reconocer su equiprobabilidad,
cuando se plantea una apuesta, identificando quizás hacer puntería con sortear.
En las dos últimas figuras, los alumnos tienden a obviar el problema de cómo hacer el sor-
teo y se centran en el posible reparto de puntos.
El cuadrado inscrito en un cuadrado no suele presentar grandes
dificultades ya que es un problema análogo al de las casillas: un cua-
drado dividido en partes iguales.
No obstante, en algunos casos surge la propuesta de hacer un sor-
teo entre cinco, numerando los recintos en que queda dividido el
cuadrado exterior:
Proponer dibujar la figura sobre una trama cuadrada será una ayuda para estos alumnos.
3.5.F3
Por simetría, la probabilidad de que un punto «caiga» dentro de una casilla determinada será
por tanto l/n2 , siendo n el lado del cuadrado.
El círculo inscrito presenta una nueva dificultad: no se puede visualizar una división de
recintos de igual área.
La proporción entre el área del círculo y el área del cuadrado que lo contiene, icr2 (2r) 2 =
permitirá conjeturar el reparto de puntos en la figura.
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3.6 Parámetros estadísticos
Como punto de partida se ha preparado un dossier con tablas y datos estadísticos, publica-
dos en la revista «FIBA BASKET» (n° 10, Septiembre 92), que recogen resultados de equipos de
baloncesto que intervinieron en los Juegos Olímpicos del 92 celebrados en Barcelona. Este dos-
sier contiene:
a) Tablas referentes a cada uno de los partidos jugados por el equipo olímpico español.
b) Tablas sobre resultados globales de varios equipos.
c) Estadísticas individuales y de equipos.
Los códigos utilizados en las tablas son:
P= Puntos; 2P= tiros de dos puntos; 3P= Tiros de tres puntos; TL= Tiros libres; R= Rebotes;
A= Asistencias; F= Faltas; M= Minutos.
1
.uuiuuiu•MI111111~1 	 a) Partidos del equipo español
ALEMANIA-ESPAÑA: 83-74 (46-39)
P	 2P	 3PTLR	 A F M
Behnke 2 0/1 2/2 2 4 14
Rodl 9 1/1 7/10 3 27
Baeck 8 3/5 2/2 - 3 13
Harnisch 6 2/4 - 2/2 1 1 3 23
Schrempf 26 7/16 0/4 12/17 9 4 3 39
Gnad 17 8/11 - 1/2 20 - 3 34
Nurnberger 2 1/1 - 2 2 17
Jacke l 13 3/9 1/2 4/4 3 4 17
ALEMANIA 83 25/48 1/6 30/39 37 5 25 200
Villacampa 21 5/12 1/6 8/9 2 1 35
Arcega - 0/1 - 1 10
Biriukov - 0/1 0/2 - 1 - 5
R. Jofresa 9 1/3 1/2 4/4 1 1 4 23
Jiménez 10 4/8 - 2/8 4 1 5 23
Aldama 4 2/3 - 2 1 4 19
T. Jofresa 3 0/1 1/3 - 7
Fernández 3 0/2 1/2 - 1 1 9
Herreros 13 6/11 0/2 1/2 4 2 19
Orenga 4 1/3 - 2/2 5 1 5 12
Andreu 5 2/5 - 1/2 7 4 26
[pi II 2 1/3 0/1 - 1 5 12
ESPAÑA 74 22/52 4/19 18/27 24 8 32 200
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ANGOLA-ESPAÑA 83-63 (36-37)
P	 2P	 3PTLR A F M
Romano - - 1 - 1
Moreira 12 3/7 1/2 3/4 3 2 4 36
Victoriano 3 0/1 1/1 0/1 1 3 12
Wacuahamba 1 1
Coimbra - - 0/1 - 1
Sousa 11 - 3/8 2/2 2 2 27
Carvalho 2 1/1 - 1
Sardinha - - 3
Dios 15 5/10 1/5 2/3 2 4 25
Macedo - 0/3 - 2 2 5 24
Guimaraes 18 3/6 3/6 3/5 10 2 4 34
Conceiçao 22 7/11 - 8/11 8 3 4 37
ANGOLA 83 19/39 9/23 18/26 27 11 27 200
Villacampa 16 5/7 0/3 6/8 6 3 3 38
Arcega 5 2/2 0/1 1/2 - 1 3 13
Biriukov - 0/1 1 8
R. Jofresa 3 1/3 0/1 1/2 - 2 19
Jiménez 16 7/12 - 2/6 5 1 5 33
Aldama 2 1/1 - 2 3
T. Jofresa 11 2/4 0/1 7/11 1 - 12
Fernández 1 4
Herreros 1 0/2 0/3 1/2 1 - 2 22
Orenga 7 3/6 - 1/2 3 2 5 22
Andreu 2 1/3 - 9 3 22
Epi II - 0/1 0/1 - 2 1 9
ESPAÑA 63 22/41 0/10 19/34 29 9 24 200
ESTADOS UNIDOS-ESPAÑA 122-81 (65-35)
P	 2P	 3PTLR
	 A F M
Laettner 2 1/3 0/1 - 1 1 1 5
Robinson 9 4/8 - 1/2 3 1 4 15
Ewing 14 6/7 - 2/2 10 1 3 21
Bird 14 3/4 2/5 2/2 4 3 3 20
Pippen 10 3/3 0/1 4/4 3 9 4 21
Jordan 11 4/13 1/3 - 3 5 1 23
Drexler 17 4/8 3/3 - 3 2 1 21
Malone 7 3/6 - 1/2 10 1 1 20
Stockton 4 - 1/2 1/2 - 7
Mullin 14 4/6 2/5 - 2 1 2 20
Barkley 20 6/10 2/2 2/3 6 4 1 20
Johnson - 0/1 - 1 9
EE.UU. 122 38/68 11/23 13/17 45 29 21 200
Villacampa 15 6/17 1/3 - 1 1 2 34
Arcega 5 - 1/2 2/2 1 - 11
Biriukov 4 1/2 0/4 2/2 - 2 11
R. Jofresa 6 0/1 2/4 - 2 2 2 18
Jiménez 23 10/16 - 3/7 7 6 1 32
Aldama - 0/2 - 1 1 8
T. Jofresa 2 0/2 0/1 2/2 - - 1 11
Fernández 3 1/1 0/1 1/3 - 1 1 12
Herreros 6 2/4 0/1 2/3 2 2 1 23
Orenga 6 3/8 - 4 3 16
Andreu 11 4/9 0/1 3/5 7 3 23
ESPAÑA 81 27/62 4/17 15/24 25 12 17 200
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ESPAÑA-VENEZUELA 95-81 (46-40)
P	 2P	 3PTLR A F M
Villacampa 21 5/11 1/2 8/11 2 4 - 32
Arcega 3 1/2 0/1 1/2 2 3 2 24
R. Jofresa 4 1/2 0/1 2/2 1 4 2 16
Jiménez 8 4/5 - 1 11
Aldama 2 0/1 - 2/3 1 3 9
Fernández 15 4/5 1/1 4/4 3 4 12
Herreros 25 4/6 5/9 2/2 - 2 1 29
Orenga 3 1/4 - 1/3 2 3 4 20
Andreu 14 6/8 - 2/2 9 3 4 40
Epi	 II O - 0/2 - 1 1 1 7
ESPAÑA 95 26/44 7/16 22/29 22 20 21 200
V. Díaz 4 2/4 0/1 3 1 2 14
Solorzano 3 - 1/1 - 1 1 1
González 0 0/2 - 3 10
Shepherd 11 4/7 0/2 3/4 5 26
Herrero 26 5/12 3/3 7/8 6 3 3 32
Walcott 10 5/8 - 3 4 18
Estaba 7 3/9 0/4 1/3 8 1 2 38
Olivares 10 2/6 2/7 - 5 4 38
Nelcha 10 5/7 - 0/1 6 1 2 23
VENEZUELA 81 26/55 6/18 11/16 31 7 26+T 200
ESPAÑA-ANGOLA 78-75 (39-41)
P	 2P	 3PTLR A F M
Villacampa 13 2/9 - 9/10 3 2 34
Arcega 10 2/5 0/1 6/8 2 4 4 35
R. Jofresa 2 - 0/2 2/2 - _ 5
Jiménez 15 3/7 - 9/12 6 1 4 32
Aldama 2 0/3 - 2/2 2
-
4 9
Fernández 12 4/5 - 4/7 2 3 1 25
Herreros 6 0/1 2/2 - 1 2 15
Orenga 8 3/4 - 2/4 6 - 5 19
Andreu 8 4/5 - 0/1 4 4-i-T 20
Epi II 2 - 0/1 2/2 1 1 6
ESPAÑA 78 18/39 2/6 36/48 27 8 27+T 200
Moreira 15 4/9 1/4 4/5 5 2 4 39
Victoriano 6 0/1 2/3 - 4 3 18
Wacuahamba 6 3/7 0/1 0/1 - 3 22
Coimbra 5 1/2 1/5 - 2 1 3 10
Sousa 6 - 2/11 1 4 34
Sardinha 6 3/6 - 4 1 5 14
Dias 10 4/5 - 2/2 3 1 4 12
Macedo O 1 1 3
Guimaraes 0 0/1 0/2 0/1 - 5 12
Conceicao 21 6/14 1/1 6/15 7 4 4+T 36
ANGOLA 75 21/45 7/27 12/24 26 10 36+T 200
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CROACIA, 88 - ESPAÑA, 79
P	 2P	 3PTLR A F M
Petrovic 28 11/18 0/3 6/7 2 2 3 37
Perasovic 6 2/2 - 2/2 - 3 23
Cvjetican in - 0/1 - 1 2 15
Kukoc 8 4/7 0/2 0/2 3 7 3 28
Tabak 2 1/3 - 3 1 8
Vrankovic 2 1/2 - 0/2 2 - 3 20
Gregov 2 1/4 0/1 - 2 1 2 15
Kom azec 15 5/6 0/1 5/6 5 3 16
RadIa 25 11/15 - 3/4 8 1 1 38
CROACIA 88 36/57 0/8 16/23 25 12 21 200
Villacampa 19 7/13 1/1 2/2 2 5 3 40
Arcega - 0/1 - 1 3
R. Jofresa 15 6/8 0/2 3/4 2 6 2 38
Jiménez 11 4/8 - 3/4 7 4 31
Fernández 4 2/2 - 4 7
Herreros 9 4/5 0/1 1/2 - 4 15
Orenga 9 3/6 - 3/4 5 1 4 29
Andreu 4 2/6 - 0/2 1 1 5 18
[pi II 8 1/2 2/5 0/1 1 1 17
ESPAÑA 79 29/50 3/10 12/19 18 12 25 200
b) Tablas globales
P 2P 3P TLR A F MN
Laettner 38 7/14 2/6 18/20 20 3 11 61 7
Robinson 72 27/47 - 18/26 33 7 16 133 7
Ewing 76 33/53 - 10/16 42 3 20 1 40 7
Bird 67 16/21 9/27 8/10 30 14 12 143 7
Pippen 72 23/34 5/13 11/15 17 47 13 171 9
Jordan 119 47/94 4/19 13/19 19 38 14 185 9
Drexler 84 31/47 6/21 4/19 24 29 14 169 8
Malone 104 40/62 - 24/32 42 9 10 140 7
Stockton 11 3/6 1/2 2/3 1 8 1 29 7
Mullin 103 25/37 14/26 11/14 13 29 12 173 9
Barkley 144 52/75 7/8 19/26 33 19 23 148 10
Johnson 48 11/17 6/13 8/10 14 33 3 108 9
EE.UU. 938 315/503 54/135 146/201 288 239 149 1600 8.5
P 2P 3PTLR A F MN
Petrovic 172 44/82 14/36 42/57 13 22 21 258 9
Perasovic 63 11/21 7/9 20/22 7 8 14 152 7
Cvieticanin 21 3/6 5/8 0/1 3 5 11 72 5
Kukoc 92 20/39 13/32 13/19 25 48 20 256 6
Alanovic 20 5/11 2/5 4/7 3 9 13 96 5
Arapovic 16 4/6 - 8/11 10 - 9 49 6
Tabak 21 10/19 - 1/2 12 - 10 59 6
Vrankovic 21 7/14 - 7/12 18 3 17 116 6
Gregov 10 3/8 1/4 11/2 5 3 7 60 4
Komazec 102 33/48 4/18 24/30 17 17 26 200 7
Radia 134 51/87 0/1 32/43 55 12 22 257 8
Naglic 9 4/9 0/3 1/2 - 1 1 25 4
CROACIA 681 195/35046/116 153/208 168 128 173 1600 6.5
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P 2P	 3PTLR A F MN
Homicius	 53 8/18	 9/32 10/12 14 18 15 227 6
Pathdrazdis 	 7 0/1	 1/1 4/7 2 3 6 22 4
Visockas	 14 4/10	 - 6/7 3 22 4
Dimavicius	 4 2/4	 - 3 1 23 4
Brazdauskis	 8 3/6	 - 2/2 17 3 16 67 4
Krapikas	 51 18/28	 3/9 6/9 8 8 18 142 6
Kurtinaitis	 130 22/46	 21/51 23/28 18 16 30 265 7
Sabonis	 191 67/113	 4/17 45/61 100 14 26 274 9
Karnisovas	 67 13/30	 10/22 11/17 18 9 21 144 7
Marciulionis	 187 50/101	 4/12 75/98 40 66 22 296 9
Einikis	 19 7/14	 - 5/6 19 2 15 67 5
lovaisha	 22 4/5	 1/7 11/16 2 2 5 51 5
LITUANIA	 753 198/37653/151 198/263 244 141 175 1600 6.5
P 2P	 3PTLR A F MN
Vetra	 71 14/28	 12/30 7/7 13 5 15 161 7
Bazarevitch	 71 15/33	 7/15 20/25 8 22 16 174 7
Miglinieks	 59 9/22	 11/30 8/17 11 15 29 248 7
Gorin	 12 2/5	 i	 1/10 5/6 4 4 17 74 4
Panov	 4 0/1	 1/1 1/2 2 0 2 7
Tikhonenko	 149 46/93	 8/18 33/37 36 20 12 270 9
Berezhnoi	 92 27/45	 3/8 29/45 22 12 20 172 8
Nossov	 4 1/1	 - 2/2 3 2 7
Sukharev	 36 16/22	 - 4/4 16 10 20 107 7
Gadashev	 11 5/9	 - 1/4 10 1 10 29 4
Volkov	 124 39/81	 7/26 25/41 62 30 31 256 8
Belostenny	 27 8/16	 - 11/15 23 1 14 95 5
EQUIPO	 660 182/35650/138 146/205 210 120 188 1600 7
UNIFICADO
P 2P	 3PTLR A F MN
Villacampa	 130 35/79	 8/23 36/46 16 16 14 253 6
J. A. Arcega	 33 5/9	 2/9 17/22 8 11 13 112 5
Biriukov	 4 1/3	 0/9 2/3 1 5 28 2
R. Jofresa	 50 10/22	 6/15 12/15 10 17 15 144 5
Jiménez	 101 40/72	 - 21/41 37 12 21 198 7
Aldama	 11 3/10	 - 5/7 8 1 12 48 4
T. Jofresa	 16 2/7	 1/5 9/13 1 1 29 5
Fernández	 40 12/18	 2/4 10/15 6 5 13 74 6
Herreros	 67 18/33	 8/22 7/12 10 9 13 141 5
Orenga	 49 17/37	 - 15/21 26 10 31 137 3
Andreu	 56 22/39	 0/1 12/24 42 5 29 177 5
Epi II	 14 3/10	 2/10 2/3 6 3 10 59 4
ESPAÑA	 571 168/339 29/98 148/222 171 89 177 1400 4
c) Estadísticas
ESTADÍSTICAS INDIVIDUALES
Puntos (por partido)
1. öscar (Bra), 24,8; 2. Sabonis (Lit), 23,9; 3. Marciulionis (Lit), 23,4;
4. Schrempf (Ale), 23,1; 5. Petrovic (Cro), 24,6; 6. Gaze (Aus), 20,9;
7. Tikhonenko (EUN), 18,6; 8. Villacampa (Esp), 18,5; Barkley (EE.UU),
18,0; 10. Conceicao (Ang), 17,7.
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Rebotes (por partido)
e I. Sabonis (Lit), 12,5; 2. Schrempf (Ale), 10,4; 3. Gnad (Ale), 9,4; 4.
Volkov (EUN), 7,8; 5. Bradtke (Aus), 7,5; 6. Radja (Cro), 6,9; 7.
Gerson (Bra), y Ortiz (P. Rico), 6,5; 9. Conceiçao (Ang), 6,9; 10.
Herrero (Ven), 6,0.
Asistencias (por partido)
1. Marciulionis (Lit), 8,3; 2. Kukoc (Cro), 6,0; 3. Johnson (EE.UU.), 5,5;
4. Pippen (EE.UU.), 5,9; 5. Maury (Bra), 4,9; 6. Jordan (EE.UU.), 4,8; 7.
Carter (P. Rico), 4,3; 8. Volkov (EUN), 3,8; 9. Mullin (EE.UU.) y Drexler
(EE.UU.), 3,6.
ESTADÍSTICAS DE EQUIPO
Tiros de dos puntos:
1. EE.UU., 63%; 2. Croacia, 56%; 3. China, 55%; 4. Lituania, 53%; 5.
EUN y Alemania, 51%; 7. España, 50,8; Brasil y Australia, 49%; 10.
Venezuela, 46; 11. Puerto Rico y Angola, 45%.
Tiros de tres puntos:
1. EE.UU. y Croacia, 40%; 3. Puerto Rico, 37%; 4. EUN, 36%; 5.
Lituania y Venezuela, 35%; 7. China, 34%; 8. Australia, 33%; 9.
Brasil, 31%; 10. España y Angola, 30%; 12. Alemania, 23%.
Tiros libres:
1. Brasil, 76%; 2. Lituania, 75%; 3. Croacia, 74%; 4. EE.UU., 73%; 5.
Venezuela, 72%; 6. EUN y Australia, 71%; 8. Puerto Rico, 69%; 9.
España, 67%; 10 China, 65%; 11. Alemania, 62%; 12 Angola,54%.
Rebotes (por partido):
1. EE.UU., 36,0; 2. Brasil, 32,1; 3. Alemania, 31,1; 4. Lituania, 30,5;
5. Australia, 30,0; 6. Puerto Rico, 29,8; 7. EUN, 26,3; 8. Venezuela,
25,6; 9. España, 24,4; 10. Croacia, 21,0; 11. Angola, 21,7; 12. China,
I 7,9.
La explotación de este dossier ofrece múltiples posibilidades, por ejemplo:
- Interpretación de los datos que aparecen.
- Significado de los porcentajes que resumen tablas y sus ventajas (comodidad, proporcio-
nar una visión global,...) e inconvenientes (se pierde información,...).
- Cómo se han confeccionado las estadísticas? ¡Que datos se han tenido en cuenta?
- Elegir algún jugador del equipo español para estudiar alguno de los datos que aparecen
en las tablas: tabla de frecuencias, presentación gráfica, promedio,...
- Ampliar las estadísticas presentadas; por ejemplo, promedio de faltas por minuto de
juego.
Si se dispone de aparato de video en el aula, una grabación de 15 ó 20 minutos de un par-
tido de baloncesto puede sustituir al dossier, adecuando las preguntas a las tablas y estadísticas
que aparezcan en pantalla.
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Dos jugadores de baloncesto. ¿Cuál eliges?
Los directivos de un equipo de baloncesto han decidido contratar un
nuevo pivot. El entrenador tiene que decidir cuál de los dos posibles can-
didatos se incorpora al equipo y dispone, para ello, de la siguiente infor-
mación sobre el número de puntos conseguidos en los últimos 20 parti-
dos jugados por cada uno de los candidatos:
Jugador A:23, 14, 21, 29, 4, 21, 21, 4, 4, 21, 44, 3, 21, 6, 14, 11,
3, 23, 6, 32
Jugador B: 8, 15, 10, 18, 11, 16, 21, 21, 11, 21, 21, 8, 21, 15, 21,
21, 15, 20, 15, 16
¿Cuál de los dos jugadores crees que es más «eficaz»? ¿Y el más
regular?
¿Qué jugador aconsejarías al entrenador?
Puede hacerse un estudio estadístico completo y detallado:
- Agrupación de datos y tablas de frecuencia.
- Presentación gráfica de la información.
- Valores centrales: Moda, media y mediana.
- Dispersión: Rango, desviación media, varianza y desviación típica.
Al buscar valores representativos de las tablas, los valores centrales, moda y media aparece-
rán con toda seguridad; su interpretación, dentro del contexto, no supondrá ninguna dificul-
tad para los alumnos y alumnas, aunque sí pueden presentarse distintos errores en el cálculo
de la media, por ejemplo, no tener en cuenta la frecuencia de cada dato o dividir por el núme-
ro de datos diferentes en vez de dividir por el total.
El estudio de la mediana es el que puede requerir más atención. No suele ser un valor ele-
gido, como valor representativo de una tabla, por los alumnos y alumnas. El significado que
tiene en este caso, como pronóstico del número mínimo de puntos que conseguiría cada juga-
dor en el 50% de los partidos, puede ayudar a introducir y entender este concepto. La presen-
cia de un número par de datos, hace necesario considerar los valores que ocupan los dos luga-
res centrales y tomar la decisión de elegir el promedio de ambos cuando, como ocurre en el
caso del jugador A, estos dos valores son distintos.
Los valores centrales correspondientes a la tabla A son muy similares a los de la tabla B y,
por tanto, la información que proporcionan no es suficiente para tomar una decisión. Sin
embargo, las tablas presentan una claras diferencias que ya se habrán puesto de manifiesto grá-
ficamente con los correspondientes diagramas de barras o rectángulos. Los parámetros de dis-
persión facilitarán la información adicional necesaria para completar el estudio estadístico.
En el análisis de la dispersión, el significado de los valores absolutos en la desviación media
no suele presentar un gran obstáculo para los alumnos, mientras que la presencia de los cua-
drados en la varianza y el uso de la raíz cuadrada para obtener la desviación típica suele resul-
tar más complicado. Analizar el efecto que produce sobre un número, según sea mayor o menor
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que uno, el proceso de elevar al cuadrado, puede ayudar a entender la presencia de los cua-
drados como medio para resaltar las desviaciones grandes.
Todos los valores calculados pueden recogerse en una tabla que facilite el estudio compara-
tivo:
JUGADOR A JUGADOR B
Moda 21 21
Mediana 17.5 16
Media 16.25 16.25
Rango 41 13
D. Media 9.35 3.05
D. Típ. 11.03 4.53
Disponer de calculadoras que trabajen en modo estadístico, simplificará los procesos de cál-
culo notablemente.
Todos los parámetros tienen que ser interpretados por los alumnos y alumnas dentro del
contexto en el que se han calculado.
Será conveniente insistir en que en la elección de uno u otro jugador, se deberá tener en
cuenta toda la información obtenida y justificar la decisión. Está claro que la valoración que
hagan los alumnos de los datos numéricos obtenidos puede ser diferente y la elección se diver-
sificará.
III. MODELOS PROBABILÍSTICOS
1. Introducción
El trabajo que se propone, pensado para alumnos y alumnas de 4°, será una continuación
del realizado durante el primer curso de este Ciclo.
Se volverá a insistir de nuevo sobre los conceptos y procedimientos ya conocidos por los
alumnos, profundizando en ellos, ampliando sus conocimientos y dotándoles de nuevas técni-
cas.
Aunque los objetivos globales son los mismos que en la Unidad Didáctica de 3°, en las acti-
vidades propuestas, se trabajarán contenidos diferentes que permitirán a los alumnos progresar
en sus conocimientos sin realizar un trabajo monótono y repetitivo.
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Los contenidos incluidos son:
— Probabilidad condicionada.
• Dependencia e independencia de sucesos.
• Diagrama de árbol para el cálculo de probabilidades.
— Procesos aleatorios. Grafos.
• Paseos aleatorios. Tiempo de espera.
• Simulación con fichas.
—
 Muestreo.
• Muestra: Tamaño y representatividad.
• Recogida de la información.
• Tratamiento y organización de los datos.
• Parámetros estadísticos.
• Aplicaciones: Predecir y tomar decisiones.
— Distribución binomial.
— Introducción a una distribución bidimensional.
2. Metodología
Forma de trabajo.
Fl. Inicialmente, trabajo en grupos pequeños de alumnos.
Conjetura inicial sobre la situación propuesta.
F2. Experimentación.
El profesor o la profesora observa los grupos; anota los errores y bloqueos e intenta ayudar
a sus alumnos para que los superen.
Recogida de datos de toda la clase para poder descubrir las posibles regularidades.
F3. Resolución teórica, que en algunos casos puede plantearse sólo a determinados alumnos.
F4. Posibles variaciones o generalizaciones.
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El cálculo algebraico de las probabilidades y tiempos de espera (utilizando las probabilida-
des de transición) es complicado para los alumnos de este nivel. Sustituir el árbol por el grafo
y la tabla que se obtiene haciendo la simulación con fichas les permite resolver algunos pro-
blemas y aprender una técnica que podrán utilizar en contextos variados.
Las actividades incluidas son, en general, adecuadas tanto para el Nivel A como para el Nivel
B. En algún caso, se proponen extensiones o enunciados que deberían ser trabajados exclusi-
vamente con los alumnos y alumnas del Nivel B, como aparece indicado en los textos.
El enunciado del apartado 3.6 pretende poner de manifiesto una utilidad de los muestreos
que no había sido trabajada en los cursos anteriores de este nivel de enseñanza: conocer el
número de elementos que componen una población.
Determinar el número de aves de una determinada especie que llega a Doñana durante el
invierno, puede hacerse sin «contar» realmente los pájaros. Una muestra adecuada puede faci-
litar esa información.
Las posibilidades de un muestreo para obtener información sobre la composición de una
población se presentan en algunas actividades propuestas en el material del primer ciclo.
3. Desarrollo
3.1. Propuesta inicial
rianim Tablero
En una feria, una caseta ofrece el siguiente juego:
Sobre un tablero 4 x 4 de cuadrados de 4 cm de lado, se lanza una
ficha de 3 cm de diámetro.
Se ganan 1.000 ptas. si la ficha queda en el interior de uno de los
cuadrados y se pierde en caso contrario.
Cada partida cuesta 100 ptas.
¿Qué probabilidad hay de ganar en una partida?
¿Es justo el juego? ¿Cómo habría que modificarlo para que lo fuese?
3.1.F1
Una conjetura inicial:
fácil ganar? ¿Difícil? ¿Muy difícil?...
3.1.F2
El material necesario es sencillo; un tablero adecuado (con un reborde para impedir la sali-
da de la ficha) y fichas. Pueden modificarse las dimensiones y adecuarlas al material disponible
planteando las apuestas apropiadas.
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Se recogen en una tabla general los resultados obtenidos por cada grupo de alumnos en un
número determinado de partidas. Se trabajará el concepto de frecuencia relativa, calculando
estadísticamente un valor aproximado de la ganancia media.
Una estimación de las pérdidas y/o ganancias mostrará la no equitatividad del juego.
3.1.F3
La posición de la ficha (favorable o no) dependerá única y exclusivamente del cuadrado
sobre el que esté situado el centro de la ficha. Si el centro está a menos de 3/2 cm. (=radio) de
cualquiera de los lados del cuadrado, la ficha estará totalmente en su interior. El número de los
resultados posibles es infinito y no numerable. Se considera que la probabilidad de un punto
es O y sólo se utilizan probabilidades de partes de área del tablero.
Se gana, por tanto, cuando el centro de la ficha queda
dentro del cuadrado rayado, de lado igual a 1.
La probabilidad de ganar viene dada por la proporción
entre el área del cuadrado pequeño y el grande.
Será, por tanto, 1/16
La proporción en las apuestas debería ser 1:15 para que
el juego fuese equitativo.
3.1.F4
¿Cómo modificar el juego para hacerlo equitativo?
La solución más sencilla es modificar las apuestas, si jugar una partida cuesta 100 ptas., el
premio debe ser de 1600 ptas. para conseguir una ganancia de 1500 y respetar la proporción
1/15.
Puede plantearse también un cambio en el tablero a) o en el tamaño de la ficha b), que lleva
a un problema geométrico.
Si se mantienen las apuestas en la proporción 1:9, el área del cuadrado rayado (superficie
«útil») debe ser la décima parte del área del cuadrado grande:
a) Manteniendo el tablero.
El radio de la ficha r, debe cumplir:
(4-2r) 2 = 42/10
Por tanto, r = 1,4 cm.
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b) Si se mantiene el tamaño de la ficha.
En este caso, es el lado del cuadrado el que
debe cambiar.
(L - 3) 2 = L2/10 y
L = 4,4 cm.
L cm
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La resolución teórica general puede ser difícil para algunos alumnos (por las dificultades
algebraicas que plantea).
3.1.F4
Empezar por analizar la situación del juego cuando se modifica el tablero en algunos casos
concretos (aumentar 1 cm. el lado de los cuadrados, aumentar 0,5 cm. el diámetro de la ficha,
...), o con las condiciones elegidas por los propios alumnos, es una actividad adecuada para la
mayoría y que puede facilitar encontrar una solución más general.
Otra posible variación: modificar la forma del tablero con casillas hexagonales, rectangula-
res,...
3.2 Tiempo de espera
Sale seis
Se tira un dado hasta que sale un seis.
¿Cuántas tiradas se necesitan, por término medio, para que vuelva a
salir otro seis?
3.2.F1
Una conjetura inicial servirá para afianzar la comprensión de la experiencia.
3.2.F2
La experimentación puede hacerse lanzando un dado cúbico o simulando el lanzamiento de
éste con números aleatorios (tabla o calculadora).
¿Qué información recoger? La recogida de datos se hace muy pesada cuando se anota infor-
mación que no interesa. Algunos alumnos pueden decidir anotar los resultados de cada uno de
los lanzamientos del dado y hacer una tabla del tipo:
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1	 6	 .
2	 4	 5	 1	 6
4	 3	 1	 3	 2	 5	 2	 1	 6
2	 2	 4	 1	 6
6
4	 3	 2	 3	 5	 1	 6
...
hasta conseguir, por ejemplo, 20 seises con el dado.
A continuación, deben hacer un recuento del número de lanzamientos hasta obtener el pri-
mer seis, el segundo, etc.
En los grupos que esto suceda, hay que recordar que lo que interesa es el número de lanza-
mientos y no cada resultado.
La tabla siguiente recoge los datos de todos los grupos de una clase:
GRUPOS N." DE LANZAMIENTOS HASTA OBTENER SEIS
ALUMNOS 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	 13	 14	 15	 20	 21	 23
Grupo 1 3	 6	 1	 2	 1	 2	 2	 1	 1	 -	 -	 -	 1
Grupo 2 3	 2	 1	 3	 4	 2	 -	 -	 -	 -	 -	 1	 1	 1	 1	 1
Grupo 3 1	 3	 3	 1	 1	 2	 1	 1	 2	 2	 1	 1	 1	 -	 -
Grupo 4 4	 2	 -	 3	 5	 2	 1	 1	 2	 -	 -	 -	 -	 -
Grupo 5 3	 3	 4	 3	 2	 1	 1	 -	 1	 -	 1	 1	 -	 -
Grupo 6 5	 3	 1	 3	 2	 1	 2	 1	 -	 -	 1	 1
TOTAL 19	 19	 10	 15	 8	 14	 5	 2	 1	 7	 4	 5	 3	 2	 2	 1	 2	 1
Se propone la construcción de un histograma. Suele presentar una dispersión bastante gran-
de y se observa una regularidad en la concentración de resultados: en 85 de las 120 experien-
cias, un 70%, se ha obtenido seis en 6 o menos lanzamientos.
La moda, en este caso 1 ó 2, no parece muy significativa y no suele ser elegida por los alum-
nos como valor representativo de la tabla; tienden más a elegir la media 5,78, como valor cen-
tral.
Es interesante plantear preguntas como:
¿Que significa 5,78 tiradas para obtener un seis?
¿Es representativa la media?
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Con la segunda cuestión, analizando la diferencia entre los distintos resultados y la media
obtenida (diferencia como alejamiento, distancia, y, por tanto, positiva), puede definirse la des-
viación media como una medida de dispersión que presenta la tabla. A esta desviación se le dota
de significado al tener que tomar una decisión:
111111111~1111111111•11•11111•1 Aunque la media del número de lanzamientos necesarios para obte-
ner un seis, sale muy próxima a 6. ¿Tiene ventaja quién apuesta por
obtener un seis en 6 lanzamientos exactamente, frente a los que apues-
tan por otros números?
¿Por qué número apostarías tú?
3.2.F3
El diagrama de árbol para el cálculo teórico del tiempo medio de espera es sencillo, pero infi-
nito:
[seis]
	
‘5/6- [no seis]
	 1/6	 [seis]
[no seis]
	 1/6	 [seis]
[no seis] 	
Las probabilidades del tiempo de espera vienen dadas en la tabla:
t	 1	 2	 3
1/6	 5/6.1/6	 (5/6)2.1/6
	 	 (5/6)'-' .(1/6)
el n° de lanzamientos medio o tiempo medio de espera será
t+ t jp i + t2p2
 + t3p3 + ••• +tnPn + ••• =
= 1.1/6 + 2.5/6.1/6 + 3.(5/6) 2 .(1/6) +	 + n.(5/6)n-'.1/6 +
Por tanto,
S = 6t = 1 + 2.5/6 + 3.(5/6 ) 2 + 4.(5/6) 3 +
(5/6)S = 5/6 + 2.(5/6)2
 + 3.(5/6) 3 + 4.(5/6)4 +
S - (5/6)S = (1/6)S = 1 + 5/6 + (5/6) 2 + (5/6) 3 +	 =
1
	  =6
1-5/6
Así que, (1/6)S = 6; S = 36; t = (1/6)36 = 6
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Los alumnos que orientan su trabajo por este camino, no llegarán a sumar todos los térmi-
nos de la serie obtenida, pero podrán obtener una aproximación bastante buena mediante
sumas parciales.
Resulta así, que un problema aparentemente sencillo nos conduce a un cálculo difícil. Por
eso, proponemos utilizar una técnica, los grafos, que se desarrolla en el apartado siguiente.
3.2.F4
No vamos a estudiar la experiencia aleatoria tirar el dado hasta que salga seis, sino que nos
interesa el proceso aleatorio de las sucesivas tiradas y estudiar las variaciones del tiempo nece-
sario para que el proceso termine.
Utilizamos para representar este proceso un grafo
Partiendo de I (estado inicial, empieza a lanzarse el dado). Si sale un {seis} la experiencia
finaliza, es un estado final, y 1/6 es la probabilidad de transición. si sale un resultado distinto
de seis, probabilidad de transición 5/6, hay que continuar lanzando y pueden ocurrir dos
cosas:
— Obtener un seis, se llega al estado final y la probabilidad de transición de que esto ocu-
rra es 1/6.
— No obtener un seis, 5/6 de probabilidad, con lo que se vuelve a la misma situación y se
debe continuar lanzando el dado.
En el estado {no seis}, aparece un bucle, ya que es un estado que puede repetirse una y otra
vez.
Situemos una ficha en el estado I, no se podría decidir a que estado (seis o no seis) pasaría
sin lanzar una vez un dado; pero si colocamos en I seis fichas, es decir, empiezan el recorrido
6 fichas, la teoría sugiere que si se lanzara seis veces un dado, por término medio, 1 de ellas
pasaría al estado seis y las 5 restantes al estado no seis.
Habría, por tanto, 5 fichas en el estado no seis, y una en el estado final. Esta ya no se mueve.
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Las cinco fichas situadas en el estado no seis no pueden seguir el recorrido Qcómo se repar-
tirían?) si se respeta las probabilidades de transición (es la misma situación que una ficha en el
estado inicial).
Si se introducen otras seis fichas en I, de nuevo, en teoría, con seis nuevos lanzamientos del
dado, una irá al estado final en el que habrá dos y 5 a no seis, con lo que en este último esta-
do habrá 10 fichas.
00
000000	 5/60000
De las 10 fichas, se pueden repartir 6 (6 nuevas supuestas tiradas del dado), de las que 5
volverán a la misma situación y la otra al estado final.
5/6
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Quedarán 9 fichas, de las que se pueden repartir 6, 5 vuelven a ese estado y una pasa al final;
quedan 8 que etc...
Las situaciones por las que se va pasando se recogen en la tabla
N.° DE FICHAS
QUE SALEN
E. INTERMEDIO
{ NO SEIS}
E. FINAL
(SEIS}
6 tiradas6 5 1
6 tiradas6 10 2-
6 tiradas
O 9 3
6 tiradas0 8 4
0	 6 tiradas 7 5
6 tiradasO 6 6
Tenemos ahora 6 fichas en el estado intermedio. Si queremos continuar y hacemos teórica-
mente 6 tiradas, quedamos con 5 en el estado intermedio y 7 en el final, la situación vuelve a
empezar
N.° DE FICHAS
QUE SALEN
E. INTERMEDIO
{NO SEIS}
E. FINAL
(SEIS)
6 6 tiradas 5 7
6 tiradas6 10 8
6 tiradas0 110- 9 9
0 6 tiradas 8 10
0 6 tiradas 7 11
0 6 tiradas 6 12
La situación en el estado intermedio (con 5 fichas), se repite y volverá a repetirse. El análi-
sis del ciclo indica:
—
 De cada seis fichas que empiecen el recorrido, después de 36 tiradas, seis llegarán al esta-
do final.
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GANA A
	
GANA B
	
N.° TIRADAS
Grupo 1
Grupo 2
Total
Por consiguiente, para que una ficha finalice el recorrido (conseguir un seis) se necesitan por
término medio:
36/6 = 6 tiradas
Se obtiene el valor teórico del «tiempo medio de espera» sin cálculos engorrosos o compli-
cados.
Puede plantearse una variación de este problema cambiando el tipo de dado (tetraédrico,
decimal, ...) o la numeración de las caras Cuántas veces habrá que tirar un dado de quinielas
para obtener una X?
3.3. Paseos aleatorios
Apuestas
Dos jugadores A y B con 3 y 2 fichas respectivamente.
Se lanza un dado cúbico (o moneda); si sale par (cara), el jugador A
«paga» una ficha a B y si sale impar (cruz), B paga una ficha a A.
El juego termina cuando uno de los jugadores se queda sin fichas.
¿Cuál es la probabilidad de que gane A? ¿Y de que gane B?
Si en cada lanzamiento de la moneda se utiliza un minuto, ¿cuánto
durará por término medio cada partida?
3.3.F1
Para las probabilidades, es posible, que los alumnos/as den una respuesta acertada.
Para la pregunta del tiempo, no es fácil que hagan conjeturas, alegarán falta de información.
3.3.F2
Los sorteos pueden hacerse con ruletas, dados, monedas, calculadora...
Si cada pareja juega 10 ó 20 partidas, en una clase de 30 alumnos se dispondrá de 150 ó
300 experiencias que puede ser una muestra significativa.
Completamos la tabla:
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3.3.F3
La resolución teórica con diagrama de árbol puede presentar ciertas dificultades. El árbol no
es finito, ya que el juego puede finalizar con 2, 3, 4, 5, 6, ... tiradas. Un árbol adecuado podría
ser:
(3,2)
	
(4,1)
(3,2)
(2,3)
(1,4)
(2,3)	
(2,3)
	 (3,2)
(1,4)
(0,5)
Donde la pareja (a,b) indica el número de fichas que posee en ese momento del juego cada
uno de los jugadores.
Cuando un elemento de la pareja es O, uno de los jugadores se queda sin fichas y el juego
finaliza.
El jugador A puede ganar en 2, 4, 6,..., 2n tiradas y el jugador B en 3, 5, 7, ..., 2n + 1.
1	 1	 1	 1	 1
p(A) = 	 +2. 	  +5. 	  +13. 	  +34. 	
2'	 24	 26	 28	 21 0
Calcular la suma de esta serie, es una tarea que excede a los objetivos de este curso. A los
alumnos que enfoquen el problema por ese camino, se les puede sugerir hallar sumas parciales
hasta aproximarse a p(A), tanto como interese.
p(A) = 0,25 + 0,125 + 0,078125 + 0,05078 + 0,033203 + =
El recuento de las veces que aparece la pareja (5,0) (gana A) en las sucesivas tiradas se puede
hacer simultáneamente con el de la pareja (0,5) con una tabla del tipo:
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N° TIRADAS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(5,0)
(0,5)
0
0
1
0
0
1
2
0
0
3
5
0
0
8
13
0
0
21
24
0
Con un bonito resultado, ya que aparece la sucesión de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...
El árbol, en este caso, plantea unos subproblemas (generación de las ramas, recuento de
caminos) de gran dificultad para el alumno.
3.3.F4
La simulación con fichas sobre un grafo, es en este caso, más interesante para este nivel.
El problema es isomorfo a un paseo aleatorio sobre un segmento
1 1	 1
-3	 -2	 -1	 0	 +1	 +2
El estado inicial es O (que, a su vez, es un estado intermedio) y en cada punto se desplaza al
azar una unidad a la izquierda o a la derecha.
Los estados +1, +2 representan el número de fichas que ha perdido el jugador B, por tanto,
+2 es un estado final, absorbente, el paseo finaliza (gana A).
Los estados negativos indican el número de fichas perdidas por A, por tanto, -3 es otro esta-
do final (gana B).
Un grafo que se puede utilizar es:
La simulación con fichas permite rellenar la tabla
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N° DE FICHAS QUE
INICIAN EL PASEO
ESTADOS INTERMEDIOS E. FINALES N° DE PASOS
0 +1 -1 -2 +2 -3
2 2 0 0 0 0 0 -
0 1 1 0 0 0 2
2 2 1 1 0 0 0 -
0 2 2 0 0 0 2
2 0 0 1 1 0 4
0 1 1 1 1 0 2
2 1 1 1 1 0 -
0 2 2 1 1 0 2
- 2 0 0 2 2 0 4
0 1 2 0 2 1 4
- 1 1 0 1 2 1 2
1 2 1 01 2 1 -
- 0 2 1 1 2 1 2
- 1 0 1 1 3 1 2
1 2 0 1 1 3 1
- 0 1 2 1 3 1 2
- 1 1 0 2 3 1 2
- 1 1 1 0 3 2 2
1 2 1 1 0 3 2 -
- 0 2 2 0 3 2 2
2 0 0 1 4 2 4
0 1 1 1 4 2 2
2 1 1 1 4 2 -
0 2 2 1 4 2 2
2 0 0 2 5 2 4
- 0 1 2 0 5 3 4
- 1 1 0 1 5 3 2
1 2 1 0 1 5 3
0 2 1 1 5 3 2
1 0 1 1 6 3 2
A partir de este momento, ya no es necesario continuar. La situación en los estados inter-
medios, por ejemplo, la 0 1 1 1, ya había aparecido en la tabla y todo volverá a repetirse exac-
tamente igual.
El análisis de la tabla proporciona la siguiente información:
— En este ciclo, 5 fichas han iniciado el paseo y 5 fichas lo han finalizado. 3 de ellas han
llegado a 1+21, y 2 a {-3}.
La probabilidad de que el juego termine (ganando A o bien ganando B) es 5/5 =
¡Resultado no muy sorprendente! En el caso del jugador A la probabilidad de ganar será
3/5, y 2/5 para el jugador B.
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— Las 5 fichas que han finalizado el paseo, han dado en total 30 pasos, por lo que el pro-
medio de lanzamientos necesarios para terminar el juego será de 30/5 = 6.
Rellenar la tabla es un proceso que resulta un poco aburrido a los alumnos y alumnas; dis-
poner de plantillas adecuadas puede facilitar el trabajo.
3.4. Vida media
Decrecimiento
Un juego para dos jugadores.
Material:
Cincuenta dados de parchis.
Una tabla para anotar los resultados y apuestas para cada juga-
dor.
Reglas de juego:
Se lanzan los cincuenta dados y se retiran las que muestren la
cara «seis». Se lanzan de nuevo los que quedan y se retiran de
nuevo los que caigan mostrando «seis». Se repite el proceso hasta
que no quede ninguno, contando el número de veces que hay que
repetir la experiencia.
Antes de empezar a jugar, cada jugador hace una apuesta sobre
el número de lanzamientos necesarios.
Una vez realizados los lanzamientos, cada jugador anota en su
tabla la diferencia entre su apuesta y el número obtenido.
Se juega unas 5 ó 10 veces. El ganador es quien, al final de la partida, obtenga una suma
menor de sus diferencias.
PARTIDA APUESTA N.° DE LANZAMIENTOS DIFERENCIA
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
TOTAL
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Esta actividad proporciona una buena ocasión para tratar el decrecimiento exponencial y
estudiar su comportamiento.
Los alumnos y alumnas irán teniendo en cuenta los resultados obtenidos en las partidas ya
jugadas para realizar su nueva apuesta y sus tablas mostrarán, en un gran porcentaje de casos,
una mejor «puntería» al ir aumentando el número de partidas.
Esta utilización de sus experiencias para mejorar su apuesta es lo que interesa poner de
manifiesto en la puesta en común posterior.
Los datos de las 10 partidas de cada pareja de alumnos, se recogerán en la pizarra sobre una
tabla de frecuencias.
En la elección de un valor representativo de la tabla, las opiniones suelen estar muy repar-
tidas entre la moda y la media.
Al plantear una nueva conjetura sobre el número de tiradas si se modifica la cantidad de
dados de partida, los alumnos y alumnas suelen tomar la decisión de aplicar la linealidad para
esta nueva estimación, duplicando o triplicando, si el número de dados se duplica o triplica.
A los alumnos y alumnas de Nivel B, se les puede proponer un estudio más completo del
decrecimiento exponencial:
a) Analizando variaciones del juego con otro tipo de dados (tetraédricos, decimales, ...) y/0
monedas.
b) Trabajando la gráfica de la relación funcional n° de tiradas realizadas --> N° de dados
sin retirar.
Es interesante presentar esta experiencia como modelo de una situación real: la desintegra-
ción radiactiva y analizar el significado del término «vida media», ligado a una importante
peculiaridad de este tipo de crecimiento o decrecimiento.
3.5. Distribución binomial
Sistemas múltiples
En esta actividad, se propone realizar un estudio sobre la «seguri-
dad» de sistemas múltiples, estudio en el que aparece la distribución
binomial.
No se pretende hacer un análisis formal y general de estas distribu-
ciones, sino proporcionar una ocasión a los alumnos y alumnas para
conocer alguna de sus características y dotarles de una nueva herra-
mienta que puede ayudarles a estudiar otras situaciones similares.
Los obstáculos que se tienen que superar (sobre todo, de tipo alge-
braico) para llegar a resultados interesantes, hacen aconsejable propo-
ner esta actividad sólo a los alumnos y alumnas del Nivel B.
Una introducción para presentar el problema:
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Hay situaciones muy variadas (aviones, chips de ordenadores, orga-
nizaciones sociales,...) en las que su funcionamiento depende de un sis-
tema múltiple.
Un avión, normalmente, lleva varios motores y puede fallar alguno de
ellos y el avión seguir volando. Un chip de ordenador está formado por
multitud de circuitos integrados y puede funcionar aunque falle alguno de
ellos. Una guardería infantil puede seguir con sus tareas a pesar de que
un monitor/a se encuentre enfermada. Pero, en todos estos casos, un
número excesivo de fallos en las componentes individuales hace que el
conjunto no pueda seguir funcionando, el sistema múltiple falla.
Un sistema múltiple, por tanto, está formado por unidades, que pue-
den fallar o no, y un fallo individual puede no alterar el funcionamiento
del sistema; pero un determinado porcentaje de fallos individuales, si
que puede alterarlo.
Evidentemente, el porcentaje de fallos «permisibles» dependerá de
las características de cada sistema.
Supongamos que un máquina fotocopiadora tiene una probabilidad
de fallar de 0,1 y que una empresa de reprografía será rentable aque-
llos días en que funcionen, al menos, un 50% de las máquinas existen-
tes.
Se podrían montar empresas con 1, 2, 3, 4, 5,... máquinas.
¿Cuál de estas empresas sería más segura?
(Se entiende por más segura, aquella que tenga una probabilidad
más alta de funcionar sin pérdidas un día determinado).
¿Sería posible, en estas condiciones, tener una probabilidad de
«seguridad» superior al 99,99%?
3.5.F1
La introducción del problema puede apoyarse en la proyección de diapositivas (aviones,
chips,...) que centren la atención de los alumnos y despierten su interés.
En una primera conjetura sobre si aumentará o no la seguridad del sistema al aumentar el
número de componentes, suelen aparecer las tres hipótesis posibles:
a) El sistema tiene más posibilidades de fallar. Al aumentar el número de unidades, puede
haber más fallos individuales.
b) La seguridad será la misma. En todos los casos habrá un 10% de posible fallo.
c) La seguridad aumenta. Suelen hacer esta hipótesis los alumnos que analizan el caso de
dos máquinas, por ejemplo, y buscan analogía con el lanzamiento de dos monedas (o dos
dados): la probabilidad de obtener dos caras es 0,25, menor que obtener una cara, 0,5,
en el lanzamiento de una sola moneda.
Antes de iniciar la simulación, es interesante que cada grupo haga una hipótesis, cuantifi-
cando numéricamente, sobre la probabilidad de fallo de una empresa con dos, tres, cuatro,
...máquinas, basándose en las condiciones de funcionamiento del enunciado.
Esta conjetura inicial puede recogerse en una tabla en la que, posteriormente, cada grupo
añadirá la conjetura basada en los resultados de la simulación.
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3.5.F2
La simulación puede hacerse con dados decimales o con números aleatorios. Uno de los
dígitos, por ejemplo el 0, corresponderá a fallo y los nueve restantes, a no fallo.
En el caso de una empresa con dos máquinas, habrá que lanzar dos dados simultáneamen-
te. Si la empresa funciona al funcionar el 50% de las máquinas como mínimo, sólo fallará el sis-
tema si en el lanzamiento se obtienen dos ceros, ya que en cualquier otro caso una de las máqui-
nas (o las dos) funcionará sin problemas.
Si se quiere simular n veces el sistema de cuatro componentes, se tendrá que lanzar n veces
cuatro dados y la información que interesa recoger en cada lanzamiento es si falla (se han obte-
nido tres o cuatro ceros) o no falla (menos de tres ceros).
El profesor debe seguir de cerca el proceso de simulación. Es fácil que alguno de los grupos
recoja una información no adecuada del tipo:
El cómputo final indicará que en un 10%, más o menos, se ha obtenido cero y este dato
puede hacerles concluir que la conjetura inicial b) es la correcta.
Cada grupo anotará los resultados en la tabla general de la clase, al lado de sus conjeturas
iniciales.
Si la probabilidad de fallo individual es superior a 0,5, ¡.aumentará también la seguridad del
sistema al aumentar el número de componentes?
Con un diagrama de árbol, se pueden estudiar casos particulares que faciliten la generaliza-
ción. Si p = 0,1 es la probabilidad de fallo de una componente y q = 1 - p = 0,9 la probabili-
dad del contrario:
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1 Comp.
	 2 Comp.	 3 Comp.	 4 Comp.
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
no F
Analizando cada tramo y contando los caminos que conducen al éxito (A = El sistema fun-
ciona) y los que no (B = El sistema no funciona) se podría obtener una tabla
N.° DE COMPONENTES 1 2 3 4
A 1 3 4 11
B 1 1 4 5
Pero, la ley general no es fácil de encontrar y todos los caminos asociados a cada uno de los
sucesos no tienen asignada la misma probabilidad. En caso de n = 4, al suceso A llevan los cami-
nos en los que se cuenten:
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— O fallos: probabilidad q.q.q.q = q 4 = 0,94
— 1 fallo: probabilidad q.q.q.p = c[3 .p = 0,93.0,1
— 2 fallos: probabilidad q.q.p.p 	 q2.p2	 0,92.0,12
A los alumnos que aborden este trabajo, se les puede sugerir que hagan el recuento agru-
pando los caminos equiprobables.
Con dos componentes:
A
Falla O
1
Falla 1
2
Fallan 2
1
Con tres componentes:
A
Falla O
1
Falla 1
3
Fallan 2	 Fallan 3
3	 1
Con cuatro componentes:
A
Falla O	 Falla 1	 Fallan 2
1	 4	 6
Aparece el triángulo de Pascal:
Fallan 3	 Fallan 4
4	 1
1
1
1	 2	 1
1	 3	 3	 1
1	 4	 6	 4	 1
1	 5	 10	 10	 5	 1
que proporciona un método recursivo para el recuento de caminos con cualquier número
de componentes.
En el caso de 5 componentes, la probabilidad de que el sistema funcione (teniendo en cuen-
ta la probabilidad de cada grupo de caminos) será:
p(A) = 1.0,9 5 + 5.0,94 .0,1 + 10.0,93 .0,1 2 = 0,99
Es conveniente, al llegar a este punto, presentar alguna tabla sencilla de distribuciones bino-
miales y explicar su utilización, para simplificar los cálculos.
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Con el apoyo de las tablas será interesante analizar la variación de la seguridad del sistema
al aumentar el número de componentes, estudio que pondrá de manifiesto la diferencia entre
pares e impares, modificando los valores de pyqy el porcentaje de fallos permisible.
3.6. Muestreo
¿Cuántos peces hay en el estanque?
En un estanque, hay peces de una sola especie. Queremos saber
cuántos hay, pero, como el agua está muy turbia, no podemos contarlos
a simple vista. Decidimos sacar unos cuantos, marcarlos para distinguir-
los de los otros, devolverlos al agua, sacar una segunda muestra en la
que esperamos que haya peces marcados y sin marcar.
Con esta información, ¿podrías dar dos valores (máximo y mínimo)
entre los cuales esté comprendido el número de peces del estanque?
El estanque puede ser simulado con una botella que contenga bolas de colores. La botella,
opaca para que nó pueda verse su interior, dispondrá de una cánula trasparente en la que se
introducirán bolas al invertirla. En su defecto, puede utilizarse, también, una bolsa con bolas
de la que se harán sucesivas extracciones con devolución.
Los alumnos ya habrán trabajado las actividades de muestreo propuestas en el material del
primer ciclo, que tenían como objetivo conocer la composición de una población representada
por bolas de colores. En caso contrario, será conveniente realizar alguna de estas actividades
«Adivina» y «El estanque») para que los alumnos y alumnas puedan abordar el trabajo con
posibilidades de éxito.
El problema propuesto, adecuado para los alumnos y alumnas del Nivel B, es una situación
nueva. No se trata de conocer la composición del interior de la botella, sino el número total de
bolas que contiene.
Observando algunas muestras puede darse un valor mínimo del número, pero u del máxi-
mo?...
Algunos alumnos intentarán hacer una estimación de las bolas que podrían caber en la bote-
lla, si éste es el material utilizado, o bien, pesar la bolsa o botella. Puede ser interesante, si el
profesor lo considera oportuno, discutir los distintos procedimientos que se propongan en la
clase y analizar su inviabilidad para la situación real del estanque y los peces.
Esto puede suponer un bloqueo para los alumnos; algunos logran salir, pero otros necesitan
una ayuda: si supieras el porcentaje de bolas marcadas en la botella, ¿qué porcentaje cabría
esperar en las muestras? ... Recíprocamente, si conoces el porcentaje en las muestras, ¿qué por-
centaje cabría esperar en la botella?
Si se sustituye un número determinado de bolas por otras marcadas y se extraen muestras,
el porcentaje de éstas en las muestras debe ser similar al de la botella.
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Por tanto, si al sustituir, por ejemplo, diez bolas de la botella por diez bolas azules y extraer
cada grupo 200, mediante 20 muestras de diez bolas cada una, se obtiene en la clase una media
de 19,67 bolas azules, el número total de bolas, N, debe verificar (aproximadamente...):
19,67	 10
200	 N
Puede proponerse a determinados alumnos continuar con la experiencia de marcar distinto
número de bolas y analizar qué número de bolas marcadas es el apropiado para lograr una
mejor aproximación, no olvidando que, en la práctica, suele resultar cara la operación análoga
de marcar las bolas.
3.7. Trabajo práctico
Una encuesta
En este curso, las actividades de analizar estadísticas publicadas en
los medios de comunicación habituales (sondeos electorales, audiencia
media, ...) y realizar muestreos en la clase utilizando botellas aleatorias,
puede completarse con la realización de una estadística por los alumnos
en la que deberán intervenir en todas sus fases:
Preparación de las preguntas: objetivas y que no condicionen la
respuesta.
Selección de la muestra: tamaño y características adecuadas.
Recogida, tratamiento y presentación de los datos.
Conclusiones: Conjetura y/o predicción.
Una posibilidad estupenda para introducir las distribuciones bidi-
mensionales es proponer la realización de una encuesta que recoja una
doble información de cada individuo de la muestra elegida. Por ejemplo:
a) Películas que ha visto en el último mes en sala de cine.
b) Número de actores que conoce.
o
a) Peso.
b) Estatura.
o cualquier otra pareja de datos que sugiera, de una forma clara, la
posible existencia de una relación entre ellos.
Los alumnos tenderán a considerar por separado cada una de las
variables y, por tanto, al pedirles una presentación gráfica de los datos
disponibles, aparecerán propuestas variadas, pero, generalmente, con
un elemento común a todas ellas: utilizar de forma independiente los ele-
mentos de cada par.
El estudio de las soluciones aportadas pondrá de manifiesto la pér-
dida de información al trabajar con los dos datos de forma indepen-
diente, no se trata de dos muestras independientes, sino de una mues-
tra única y cada pareja de datos corresponde a un mismo individuo de
la muestra.
Puede ser necesario que el profesor o profesora intervenga para
sugerir la idea de asociar un punto a cada par de números y poder obte-
ner la NUBE DE PUNTOS.
Buscar una gráfica que resuma la nube de puntos, se hará de forma
cualitativa únicamente, utilizando la gráfica elegida para obtener infor-
mación y hacer conjeturas.
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IV. EVALUACIÓN
En la Evaluación se considerará:
A) La observación del trabajo realizado por los alumnos en la clase
día a día.
La observación de este trabajo puede centrarse en:
El método seguido para la resolución experimental: tipo de sorteo, generador aleatorio
utilizado, forma de recoger los datos (uso de tablas, información que anotan, ...), inter-
pretación de los resultados.
— Procedimientos utilizados en la resolución teórica: recuentos, proporcionalidad, diagra-
mas de árbol,...
— Manejo de las técnicas: tablas, árboles, grafos, simulación con fichas, diagramas gráficos.
— Explotación de la información: conjetura y/o toma de decisiones.
Por las características de las actividades, este apartado es el que tendrá un peso específico
mayor en la evaluación de los alumnos. Un setenta u ochenta por cien de la calificación puede
basarse en las anotaciones realizadas en la clase y en los trabajos presentados por los alumnos,
que en algunos casos serán individuales.
El análisis de los bloqueos y dificultades observados por el profesor o la profesora permiti-
rá evaluar la consecución de los objetivos propuestos y el nivel de comprensión alcanzado por
los alumnos. Puede ser preocupante que uno o dos alumnos, al finalizar estos cursos, siga cre-
yendo que le da lo mismo apostar por obtener un cinco, que apostar por obtener un siete al
lanzar dos dados cúbicos y sumar los puntos de las caras superiores, que sólo es cuestión de
suerte. Pero sería catastrófico que eso lo creyesen unos cuantos alumnos más.
B) Pruebas individuales
Dos o tres sesiones de trabajo individual, intercaladas entre las actividades de grupo. Cada
alumno entregará al final de la sesión su trabajo escrito. En la clase, debe haber materiales alea-
torios a disposición de los alumnos para que elijan el que consideren más adecuado para la
experimentación o simulación de los problemas propuestos.
C)Trabajos realizados por los alumnos fuera de la clase
Incluirán tanto trabajos individuales (generalizar un problema planteado en clase o trabajar
un nuevo enunciado), como trabajos en grupo (preparar y realizar una pequeña encuesta, ana-
lizar un juego y buscar una estrategia óptima,...)
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Estas actividades, en algunos casos, no se plantearán de forma general, sino sólo a determi-
nados alumnos. En otros casos, sin embargo, será conveniente plantearlas a toda la clase; p.e.,
todos los alumnos de 40 deberán intervenir en la preparación y realización de una encuesta.
Modelos de pruebas individuales:
32 E.S.O.
Prueba 1
1) Cada una de las caras de un dado cúbico se ha marcado con un
1 o con un 0, pero no sabemos cuántas de ellas se han marca-
do con 1 y cuántas con 0.
Al lanzar este dado 50 veces se obtuvo:
11100111100101111110111100011110111111011111101111
¿Cuántos ceros y cuántos unos podría tener el dado?
2) Se lanza una moneda varias veces. Por cada cara obtenida, A
recibe un punto, y por cada cruz, se adjudica un punto B. Gana
la apuesta el primero que obtenga 5 puntos. Al cabo de siete
jugadas, A tiene cuatro puntos y B tres. En ese momento, se inte-
rrumpe el juego por causas ajenas a los jugadores.
En el momento de la interrupción, ¿qué probabilidad de ganar
tenía cada uno de los jugadores A y B, si el juego hubiese con-
tinuado hasta el final?
Prueba 2
1) ¿Cómo elegirías al azar un punto de esta diana?
1 dm
4 dm
Un jugador apuesta cierta cantidad de dinero a que el punto ele-
gido al azar estará en el interior de la región sombreada, mien-
tras que otro apuesta la misma cantidad a que caerá en la zona
blanca. ¿Quién tiene ventaja?
¿Cómo deberían hacerse las apuestas para que el juego fuese
justo?
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2) En una habitación hay 8 moscas. Se abre la puerta de la habi-
tación de al lado y, cada minuto, hay una posibilidad del 50%
de que cada mosca cambie de habitación.
Estudia una forma de simular los cambios que se irán produ-
ciendo en los primeros cinco minutos y repite la experiencia
varias veces.
¿Cómo estarán repartidas las moscas al cabo de 5 minutos?
Prueba 1
1) Los jugadores A y B van a lanzar cuatro monedas. El jugador A
ganará si salen 3 caras y 1 cruz, y B, si el resultado son 2 caras
y 2 cruces.
¿Cómo deben hacerse las apuestas para que el juego sea equi-
tativo?
2) Una pequeña encuesta realizada a 20 personas sobre el núme-
ro de horas que dedican al deporte semanalmente, proporciona
los siguientes datos:
1 2 2 3 1 4 0 2 2 0
3 1 0 2 0 2 0 2 2 1 (horas/semana)
a) Presenta los datos sobre un diagrama estadístico.
b) Halla la moda, mediana y media y la desviación típica.
c) Con la información que tienes, ¿puedes hacer una conjetura
sobre las horas semanales que dedican los españoles al
deporte?
Prueba 2
Una hormiga realiza un paseo aleatorio sobre las aristas de un
tetraedro (en cada vértice elige al azar una de las aristas concurrentes).
Si empieza el paseo en el vértice O, ¿cuánto tardará por término
medio en volver al punto de partida?
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Capítulo 9
Funciones
CICLO:
SEGUNDO DE SECUNDARIA OBLIGATORIA
TIEMPO
CINCO O SEIS SEMANAS CADA UNIDAD DIDÁCTICA
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
AUMENTAR Y DISMINUIR (2 9 CICLO)
EL NÚMERO ÁUREO (22 CICLO)
GENERALIZACIÓN (22 CICLO)
SUPERFICIE (1" CICLO)
VOLUMEN Y CAPACIDAD (1" CICLO)
GRÁFICAS (1" CICLO)
PORCENTAJES (1" CICLO)
MEDIR CALCULANDO (2 Q CICLO)
MATERIAL:
PAPEL MILIMETRADO E INSTRUMENTOS DE DIBUJO
POLICUBOS Y LOSETAS CUADRADAS
CALCULADORA CIENTÍFICA
ORDENADORES
251

CAPÍTULO 9 - FUNCIONES
I. INTRODUCCIÓN
Pocos temas admiten tanta variedad de planteamientos, puntos de vista didácticos y elec-
ción de prioridades como los que caben en la organización pedagógica de las funciones y las
gráficas.
Por obvio que pueda parecer, es preciso recordar que el estudio de las funciones en la
enseñanza secundaria obligatoria no es más que un comienzo; sólo unos pocos alumnos muy
excepcionales llegarán a la comprensión «completa» del concepto. A lo que puede y debe
aspirarse es a que las ideas que sean tratadas no obstruyan el futuro progreso en la profun-
dización de los conceptos, sino que, más bien, sean una base suficientemente firme y clara
para su posterior profundización.
En tal sentido, nos parece que no habría de darse al concepto de función una amplitud
tan abierta desde el comienzo que incluya dentro de su seno a cualquier relación de depen-
dencia que dé lugar a una colección de pares de números. Concretamente, no creemos que
ayude mucho a la comprensión primera del concepto la determinación de considerar un his-
tograma como uña función, o la introducción prematura de términos como «variable aleato-
ria»; o dar, a una tabla de doble entrada o nube de puntos, la, también prematura, categoría
de función, si es que esas relaciones no provienen de una relación expresable conceptual-
mente mediante una correspondencia o dependencia que tenga significado por si misma.
Dicho en pocas palabras, nos limitaremos a funciones caracterizadas por una «ley de depen-
dencia», bien sea verbal o algebraica.
Por todo esto, el estudio de funciones que aquí se propone tendrá dos sentidos de reco-
rrido, sin que el orden en la enumeración implique un correlativo criterio de dificultad, pro-
fundidad o preferencia:
UNO Tratar una situación en la que la dependencia funcional se presente en forma verbal o
visual.
Por ejemplo, si se parte de un cuadrado construido con varillas articuladas
y el cuadrado se «inclina» progresivamente
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¡Qué es lo que varía? ¡La forma? ¡El nombre? ¡La altura? ¡El perímetro? ¡El área?
¡Qué es lo que se mantiene?
Tomemos como variable (decisión que no es sencilla de tomar) la variable del ángulo a,
o la altura; esta decisión da lugar a figuras con áreas diferentes, esto es, a diferentes parale-
logramos resultantes.
¡Qué valores puede tomar la variable ángulo?
¡Qué valores puede tomar la variable altura?
¡Cómo podemos expresar estos valores?
¡Cuáles son los valores extremos?
¡Qué puede decirse de las áreas según va decreciendo el ángulo o la altura?
¡Puede expresarse la dependencia entre el área y el ángulo o altura mediante una
expresión algebraica o fórmula?
DOS Comenzar por una relación dada algrebraicamente; interpretarla, estudiarla y repre-
sentarla gráficamente.
Por ejemplo:
	 F(x) = (x-1) 3 + 2
Como casi todo resumen, el acabado de exponer se queda sin jugo si no se dice algo más.
En particular, porque en la enseñanza de un concepto difícil siempre ocurre que determina-
dos detalles que quien enseña tiene por evidentes, resultan ser de extraordinaria importancia
desde un punto de vista didáctico y pueden ser origen de confusas interpretaciones que per-
turban el aprendizaje y lo obstaculizan.
Hay que ir, pues, a analizar esos detalles.
Siguiendo cualquiera de los dos sentidos de recorrido, uno de los más importantes «deta-
lles» es el de la representación cartesiana. Una vez que se ha comprendido que un punto del
plano viene dado por un par de números reales, parece natural considerar una gráfica como
un conjunto de puntos. Sin embargo, hay algo que pensar. Cuando un punto viene dado por
un par de números, ambos números tienen exactamente la misma importancia, ninguno de
ellos tiene más importancia, ni ontológica ni psicológica, que el otro. Pensados ambos pun-
tos como resultado de una relación funcional, la cosa es, sin embargo, muy distinta; porque,
si hay una relación funcional, una ley, existe entonces una diferencia fundamental, uno de
ellos es «libre» en su variación, y el otro obedece a una ley; uno es el input, el otro es el out-
put; hasta temporalmente hay diferencia: uno es anterior al otro; el segundo debe esperar a
que el primero sea «transformado».
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No tiene nada de extraño que el matemático que da nombre a las coordenadas cartesianas
haya sido el que con más claridad ha expuesto esta diferencia radical y, a nuestro juicio, de
gran trascendencia didáctica.
Dice Descartes:
«Podría dar aquí otros y variados ejemplos del tratado y la concepción de curvas, pero creo
que el mejor modo de agrupar todas esas curvas y luego clasificarlas es el de reconocer el hecho
de que todos los puntos de esas curvas que podemos llamar "geométricas", esto es, aquéllas que
admiten medidas precisas y exactas, deben tener una relación definida con todos los puntos de
una recta, y que esta relación debe ser expresada mediante una ecuación única».
Lo que esto quiere decir es que la idea no es ésta:
a
en la que a y b son «simultáneos», por así decirlo, sino esta otra
o
en la que, una vez dado el punto de la recta , el levantamiento sobre la recta es obtenido y es
el que da el valor b.
La gráfica sería, pues, un perfil
o
determinado, en última instancia, por las alturas.
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Nos interesa repetir que no vemos en absoluto los dos modos de representación como didác-
ticamente idénticos; los vemos muy distintos, y el segundo admite esta traducción esquemática
f (x)
y no esta otra
y = f(x).
Sintácticamente, esto significa que puede ser contraproducente emplear el mismo título
de «variable» para el input y para el output. Según hemos dicho, mejor cuadra decir que el
input es la variable y el output, lo trasformado.
Otro detalle importante lo constituye la formalización de la dependencia en una ley
A este respecto, un ejemplo de la historia puede ser muy ilustrativo.
Galileo, estudiando la caída libre de los cuerpos, llegó al conocimiento de que el espacio
recorrido por un cuerpo al caer libremente en un tiempo t, viene dado por la expresión
e = C t2
pero, para llegar a esta conclusión, tuvo que superar varias dificultades; algunas de ellas
son las siguientes:
En primer lugar, experimentalmente, descubrió la relación que hay entre los espacios
recorridos por un cuerpo en sucesivos intervalos iguales de tiempo
Unidades t la 2' 3' 4'
Unidades e 1 3 5 7
Además, se dio cuenta que podía preguntarse por el espacio recorrido al cabo de, por
ejemplo, 4 unidades de tiempo y que este espacio sería 1+3+5+7 y podía generalizar al espa-
cio recorrido en t unidades de tiempo.
Y por último, sabía cómo calcular estas sumas
1 = 1'
1 + 3
1 + 3
1 + 3
1 + 3
= 22
+ 5
+ 5
+ 5
= 32
+ 7
+ 7
= 42
+	 . + (2n-1) = 11.2
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Superar estas tres dificultades, que son las que para este tema nos conciernen, le permi-
tió encontrar la expresión general
e = C t2
Nuestros alumnos y alumnas, ante una dependencia funcional, se encuentran con una
dificultad inicial, no «sienten» la necesidad ni conocen la conveniencia de encontrar una ley
general y, además, superado este obstáculo, les resulta complicado, aun en los casos más sen-
cillos, encontrar dicha ley
Hechas estas consideraciones, las sucesivas etapas del primer recorrido podrían ser:
i) Identificar la variable y determinar su intervalo de variación para representar la varia-
ble en la recta.
ii) Preguntarse qué hace la función, cuál es la ley de dependencia, qué consecuencias pro-
duce.
iii)Levantar (o bajar, en su caso) los output a partir de los valores de la variable marcados
en la recta.
iv)Dibujar el posible perfil sugerido por los output.
v) Buscar la expresión general, en algunos casos.
Y aquí procede una consideración que no debería omitirse. Que éstas sean las cinco eta-
pas del proceso, no significa que hayan de seguirse todas. En algunas propuestas sólo será
conveniente cubrir las tres primeras (o, aun las dos primeras). Por ejemplo, es perfectamen-
te adecuado, nos parece, tratar en la enseñanza secundaria obligatoria el problema del creci-
miento exponencial de una población que crece de manera regular el 1,7% cada ario, y lle-
gar a la expresión
	
 f(n) = 1,017 1
y conseguir una comprensión sólida del fenómeno; sin necesidad de plantear problemas
tales como qué significa
1,017/3
y sin necesidad de dibuja la gráfica para todos los valores de la recta real. Puede que sea
atractivo, interesante y deseable; no decimos que no (cada profesora y cada profesor tendrán
que tomar la decisión en su clase); sólo decimos que no es necesario para que el problema
sea ya genuinamente funcional. Asimismo, la etapa v) sólo podrá ser cubierta en unos pocos
casos en la enseñanza secundaria obligatoria.
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El segundo sentido de recorrido tiene por su parte las siguientes etapas:
i) Empezar por la ecuación.
Por ejemplo
x2
(x - 1) 3 + 2
1
—
x 
+7
ii) Interpretar la ley, analizar qué es lo que hace, paso a paso, y qué es lo que termina
haciendo
restar 1	 elevar al cubo	 sumar 2
	 x - 1 	  (x - 1) 3 	 (x - 1)3 + 2 = y
iii)Estudiar lo que ocurre al variar el input.
Expresión verbal de regularidades y tendencias, existencia, rupturas o discontinuida-
des.
iv) Dibujar la gráfica.
Aquí también hay que acotar el campo. Lo más adecuado será limitarse a funciones en las
que la variable está sometida a las operaciones con las que los alumnos estén previamente
familiarizados: suma, resta, producto, cociente, potencia, raíz, inversión, ..., además de com-
pletar con las mismas operaciones realizadas con números.
Lo que parece indiscutible, es que, partiendo de la función expresada algrebraicamente,
poco se puede avanzar si los alumnos no controlan las operaciones y transformaciones alge-
braicas básicas. Sin ello, todo cuanto se haga a partir de la expresión algebraica inicial, será
una pérdida de tiempo.
En resumen, se puede empezar con las gráficas como conjunto de puntos organizados en
torno a una relación entre dos variables, sin que haya un orden jerárquico predeterminado
(p.ej., rectas, parábolas, hipérbolas, exponenciales, funciones circulares, ...). Puede empezar-
se distinguiendo la variación uniforme de la variación no uniforme, teniendo como núcleo
central en perspectiva el concepto de derivada. Se puede empezar tratando de consolidar la
más simple de las gráficas, la recta, a la vez que se toma como ejemplo de ley fija en la que
los puntos están sometidos a condiciones rígidas y simples que se expresan analíticamente
de una manera sencilla. Puede también elegirse un comienzo marcadamente cualitativo, bus-
cando la compresión de fenómenos cotidianos o técnicos expresados mediante una gráfica
cartesiana que debe ser interpretada. También es un comienzo atractivo el de empezar estu-
diando funciones en paramétricas. Etcétera.
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Y, aun dentro de cada una de las opciones, hay entradas diferentes.
Pero en cualquier caso, lo que está en juego es la relación entre la expresión analítica de
una función y su representación gráfica; y como en toda representación abstracta, las dificul-
tades de interpretación, así como la comprensión de los dos sentidos en los que puede fluir
la información -de la función a su gráfica y de la gráfica a la función- son grandes. Por esta
razón, los profesores deberíamos tener plena conciencia -a través de un minucioso análisis
conceptual- de cuántos y cuáles son los aspectos parciales que han de dominar los alumnos
y alumnas para poder estar en condiciones de dotar de significado al uso de las gráficas y de
reconocer la extraordinaria potencia del concepto de función, y su papel estelar en la activi-
dad científica.
II. GRÁFICAS Y ÁLGEBRA
1. Presentación
Esta unidad didáctica está pensada para su desarrollo con alumnos y alumnas de 30 o
bien, del nivel A del 4° curso.
El objetivo en esta unidad didáctica será ordenar, sistematizar y, en cierto modo, formali-
zar los conceptos, propiedades e ideas funcionales que los alumnos y alumnas han trabajado
durante los arios anteriores, con el objeto de intentar construir el concepto abstracto de fun-
ción y que lleguen a apreciar la potencia del modelo funcional para comunicar, de una forma
sencilla, analizar y comprender una situación y (aspecto en el que debe ponerse un especial
énfasis) conjeturar predecir y tomar decisiones.
Los conceptos subyacentes a la idea de función, serán tratados a lo largo de toda esta etapa
educativa (véase, p. e., los capítulos: «Gráficas» del 1" Ciclo, «Aumentar y disminuir» y
«Perímetro, área y volumen» del 2°); por consiguiente, pocas de las cuestiones que se plan-
tean serán totalmente desconocidas para los alumnos y alumnas.
Las intenciones de esta Unidad D. son consolidar y completar (un poco más...) las ideas
funcionales de estos alumnos, de los que pocos necesitarán en el futuro un gran bagaje mate-
mático, pero sí les será útil contar con las posibilidades que ofrecen las funciones como
medio para comunicar.
Interesa potenciar el aspecto instrumental y/o utilitario de las funciones incidiendo, sobre
todo, en dos puntos:
A) La explotación de una relación funcional presentada a través de una gráfica o tabla (que
es como aparece con más frecuencia en los medios de comunicación usuales).
B) La aplicación de modelos funcionales: asociar un perfil o gráfica a una fórmula, en
casos muy concretos, para describir el proceso asociado.
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De las relaciones que recoge el grafo:
Proceso
Gráfica
Fórmula
la ruta Proceso --> Fórmula se trata en la unidad «Perímetro, área y volumen», en la que
se estudian relaciones funcionales que surgen de un proceso o situación descrita verbalmen-
te, siguiendo el primer sentido de recorrido propuesto en la introducción de este tema.
En esta unidad, el apartado 2.1 tratará la relación Gráfica —+ Proceso, analizando gráficas
publicadas en prensa y libros o que presenten fenómenos cotidianos.
El apartado 2.2 tiene como centro de interés el paso Fórmula	 Proceso, siguiendo el
camino Fórmula —n Gráfica	 Proceso, en el caso de unos modelos de funciones muy con-
cretos. Este trabajo con fórmulas precisa, casi inevitablemente, conocer y utilizar la idea de
ecuación.
Los contenidos que se desarrollarán:
- Interpretación de una gráfica:
• Lectura de puntos.
• Puntos destacados.
• Crecimiento y decrecimiento.
• Tendencia.
• Simetrías.
• Periodicidad.
• Descripción general de la situación o proceso representado.
- Dibujo de gráficas cualitativas:
• Crecimiento (o decrecimiento) más o menos rápido.
• Puntos destacados.
• Dominio de la variable.
- Modelos de funciones:
• Características más destacadas.
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• Gräficas relacionadas.	 Í31
• Comparación de gráficas.
-
 Ecuaciones:
• Solución de una ecuación.
• Métodos de resolución.
general: tanteo con calculadora
particulares: polinómicas de primer y segundo grado.
El análisis conceptual y metodológico se ha desarrollado en los comentarios que acompa-
flan a cada actividad.
2. Desarrollo
2.1. Gráfica	 Proceso
La dificultad que representa para los alumnos y alumnas la utilización de expresiones alge-
braicas, sugiere la conveniencia de iniciar el trabajo presentando la dependencia funcional.
sin recurrir a «fórmulas», continuando el trabajo que se propone en las unidades sobre este
tema del l e' ciclo.
El tipo de actividades a realizar será:
1) Analizar gráficas de prensa, libros ...
2) Reconocer, entre varias, la gráfica más adecuada.
3) Comparar gráficas relacionadas.
Se acostumbra a estudiar el paso de la tabla de valores a la representación gráfica, espe-
rando que el alumno sea capaz de situar el punto del plano conocidas sus coordenadas, y
que, al unir dichos puntos, acierte con la forma de la gráfica sin haber estudiado antes qué
fórmas suelen tener las gráficas y cómo utilizarlas en la descripción de situaciones funcio-
nales.
Vale la pena dedicar la atención a relacionar la forma de la gráfica con el fenómeno que
describe directamente y usar la tabla como intermediario de esta relación. Esto nos permite
usar modelos de fenómenos Físicos, Biológicos o Económicos más reales y buscar la com-
plejidad en la interpretación de la imagen gráfica.
No es nada sencillo saber ver una gráfica. Es decir, planteado el fenómeno, y en presen-
cia de su descripción gráfica, hay que saber leer en la forma de dicha gráfica y saber tomar
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valores a partir de ella eligiendo los más adecuados para su conocimiento. Es curioso obser-
var que no es tendencia mayoritaria elegir los valores extremos, ni los cortes con los ejes; lo
más corriente es tomar valores enteros de la variable que resultan más fáciles de medir. Bien
es cierto que puede resultar más efectivo, en ocasiones, tomar valores próximos a los extre-
mos que sean sencillos de medir aunque se pierda algo en fidelidad.
Dos aspectos se distinguen en el proceso de interpretación de la gráfica:
• Relacionar la forma de la gráfica con el efecto de crecimiento, decrecimiento, etc.
del fenómeno. La confección de una tabla de valores permite establecer un inter-
cambio de información con la gráfica y relacionar con las tablas de valores confec-
cionadas en otras ocasiones a partir de manipulación o de cálculos.
• Dar detalles del proceso a partir de la gráfica.
Descripción del mismo, observando valores extremos, nulos, intervalos de creci-
miento,...
Propuesta 1
Cierta empresa tiene capacidad para montar automóviles o tracto-
res. Según los recursos que dedique a la fabricación de unos, puede
destinar el resto a la fabricación de los otros. En la gráfica se repre-
senta la relación existente.
20	 40	 60	 80
	
100
	
120
Tractores (miles)
Se pretende que confeccionen una tabla con algunos valores y,
observando el sentido del crecimiento de dichos valores, establezcan
una relación con la forma de la función.
En esta primera propuesta, puede ser útil mostrar el inicio de la tabla
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Propuesta 2
Para el tratamiento de una enfermedad cardiaca se está experi-
mentando, en un laboratorio, un medicamento en distintas dosis para
comprobar sus efectos favorables.
La gráfica C muestra el porcentaje de curaciones que se obtienen
con una dosis de x miligramos.
Por otra parte, se ha observado que este medicamento produce
efectos secundarios que perjudican el hígado. El porcentaje de enfer-
mos afectados depende también de la dosis administrada y aparece en
la gráfica E.
¿Cuál es la dosis que consideras más adecuada?
Es evidente que es ésta una ocasión para comparar y relacionar dos tipos de crecimiento.
Es interesante calcular las diferencias entre los valores de cada función que se obtengan al
confeccionar las tablas. Estas diferencias ayudarán a entender la situación presentada y a
tomar una decisión razonable.
En la figura está representada la curva de Bertalanffy de creci-
miento del bacalaoPropuesta 3
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Haz un comentario extraído de la observación de la gráfica.
Construye una tabla de valores y analiza el tipo de crecimiento de la
función.
Es interesante esta función por ser exponencial.
Aunque en este caso, sabemos que no tiene asíntota, existe la tentación de pensar que esta
función tiene el mismo tipo de tendencia en el crecimiento que la curva C del ejemplo ante-
rior. Pero, en este último caso, se puede decir que la curva tiende a 70 y no habrá un valor
límite, teóricamente, para la exponencial.
Propuesta 4
Lanzamos un objeto hacia arriba desde una cierta altura y con la
misma velocidad en la Tierra y en la Luna. Representamos gráfica-
mente la relación entre la altura alcanzada y el tiempo empleado del
modo siguiente
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Se puede pedir que describan cada uno de los recorridos, indicando desde dónde se lanza,
la altura máxima que alcanza, los tiempos empleados en subir y bajar,... y también que deci-
dan qué gráfica corresponde a la Tierra y cuál a la Luna.
Aparece la idea de máximo de la función.
Si separamos un péndulo de su posición de equilibrio y lo soltamos,
Propuesta 5	 éste irá alternando su posición en torno a dicho punto del modo que se
describe en la gráfica.
No es sencillo obtener mediciones de las coordenadas de los extremos de esta gráfica;
habrá que interpolar y aproximar, lo cual no resulta difícil si uno ya está entrenado en las
propuestas anteriores. Cobra importancia la idea de máximo y mínimo local y es oportuno
tratarla para interpretar este fenómeno.
Las regularidades de esta función sugieren ciertas simetrías que, a veces, son observadas
por los alumnos y abren el camino a preguntas como:
1. ¿Es simétrica la gráfica?
2. Dibuja una gráfica simétrica que esté sugerida por la forma de ésta e interpreta el
fenómeno que dicha función define.
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En este caso, entramos en el concepto de periodicidad a través de una función no perió-
dica. Los modelos de funciones realmente periódicas que suelen buscar los alumnos son
aquéllos en que vemos directamente su representación gráfica; por ejemplo, los oscilógrafos
de las discotecas, o los cardiogramas. Una propuesta oportuna es pedir la interpretación de
los oscilógrafos.
Interpreta la imagen que ves en un oscilógrafo
Propuesta 6
Propuesto 7 La predicción del tiempo puede hacerse con la ayuda de un baró-
metro. La predicción metereológica del tiempo no se fundamenta en «el
valor» de la presión en un momento dado. Para predecir el buen o mal
tiempo hay que conocer las «variaciones bruscas» de la presión atmos-
férica.
La gráfica que sigue, obtenida con un barómetro registrador, mues-
tra la presión atmosférica (en milímetros) medida en una estación
metereológica durante un intervalo de siete días.
a) ¿Cuál es la presión atmosférica a las seis de la mañana del jue-
ves?
b) ¿A qué hora ha sido más baja la presión?
c) ¿Cuál ha sido la variación de la presión entre las 18 h. y las 24
h. del jueves? ¿Y entre las 18 h. del jueves y las 6 h. del vier-
nes? ¿Y entre las O h. y las 6 h. del viernes?
Fácilmente se comprende que no es sólo la variación de la presión
lo que interesa, sino en cuánto tiempo ha tenido lugar esa variación.
En líneas generales:
• Una caída de la presión atmosférica que dure más de tres horas
y que sea en media superior a 1.3 milímetros por hora, anuncia
mal tiempo (si ya lo hace, lo continuará haciendo)
• Un aumento en la presión atmosférica que dure más de tres
horas y que sea en media superior a 1.3 milímetros por hora,
anuncia buen tiempo (si ya lo hace, lo continuará haciendo).
• Una presión estable no implica cambio de tiempo.
Calcula la variación media por hora de la p. a. entre las 6 h. y las
12 h., las 12 h. y las 18 h., las 18 h. y las 24 h. del jueves; también
entre las O h. y las 6 h. del viernes.
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¿Qué pronóstico se puede hacer a partir de la variación media entre
las O h. y las 6 h. del viernes?
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Además de presentar un sistema de referencia en el que uno de los ejes no es rectilíneo
(será conveniente explicar a los alumnos el funcionamiento de un barómetro registrador), es
una actividad muy adecuada para insistir, un poco más, en la idea de tasa de variación media
sobre un intervalo.
No es importante la variación absoluta, sino la variación media. Una variación en la pre-
sión atmosférica de 12 milímetros no tiene ninguna consecuencia, si se realiza en un perío-
do de tres días; pero sí que la tiene, si es en el transcurso de 8 horas.
El trabajo realizado con gráficas que presentan relaciones entre magnitudes diversas y con
«formas» muy variadas habrá ayudado a los alumnos a superar algunas de las dificultades o
errores más habituales en este nivel de enseñanza, como por ejemplo:
a) Interpretrar una gráfica como un «dibujo» de la situación y no como una relación diná-
mica entre las variaciones que intervienen.
La «lectura» de puntos de la gráfica y su interpretación, teniendo en cuenta las mag-
nitudes representadas, es imprescindible para superar esta dificultad.
b) La tendencia a utilizar segmentos de recta para dibujar cualquier gráfica.
Este tipo de error suele estar relacionado con la propensión de los alumnos a utilizar
solamente números enteros en cualquier situación por la dificultad que suele repre-
sentar operar con decimales. La calculadora facilitará ampliar la tabla de valores a
números no enteros y buscar puntos de la gráfica más adecuados.
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c) No tener en cuenta el tipo de crecimiento o decrecimiento. Si una función es crecien-
te entre a y b, la gráfica podría ser:
1) crece cada vez más
deprisa
2) crece cada vez más
lentamente
3) crece siempre igual
La tasa de variación media en un intervalo es un concepto que debe ser tratado por el inte-
rés que tiene para ayudar a reconocer y diferenciar los distintos tipos de crecimiento.
r1111111n11111~11111~	 Una prueba individual:
1) Un turista hace una excursión a la cima de un monte famoso y
tarda desde su residencia a la cima 2 horas 30 minutos. La grá-
fica que sigue muestra con detalle las velocidades que ha lle-
vado durante la excursión:
V km/h
80
70
60 —
50 —
40 —
30
20
10
1 t. horas
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-'¿En qué vehículo pudo viajar la primera hora y media? ¿Y en la últi-
ma media hora? ¿Crees que en algún periodo de tiempo fue andando?
¿Estuvo en algún momento parado?
¿Indica la gráfica cuándo cambia el medio de locomoción? ¿Qué
particularidad presenta la gráfica entonces?
¿En qué períodos aumenta o disminuye la velocidad? ¿Cómo dirías
que es la función en esos intervalos?
¿A qué hora alcanzó la velocidad máxima?
¿Cuántos km recorre en la última hora?
2) Evolución de la cartera de pedidos y los «stocks» en la industria
española durante los años 70-74.
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a) ¿En qué momentos hay un equilibrio entre pedidos y stocks?
b) ¿En qué años alcanzan los pedidos su valor máximo y/o míni-
mo? ¿Qué ocurre con los stocks?
c) Comenta, a la vista de estas gráficas, la evolución de stocks y
pedidos a lo largo de esos años.
El objetivo de esta prueba (en la que los alumnos trabajarán individualmente) no es eva-
luar a los alumnos, sino realizar una exploración de la situación de la clase.
El análisis de los resultados obtenidos puede centrarse en cuestiones muy básicas como:
a) Obtener información de un gráfica: lectura de puntos, significado de los ejes, puntos
destacados,...
b) Conseguir una visión general de la evolución de una situación.
Si una gran mayoría no fuese evaluada positivamente, el profesor o profesora debería
plantearse la conveniencia de trabajar más con funciones presentadas con tablas o gráficas,
antes de empezar a trabajar con expresiones algrebraicas de funciones.
2.2.	 Fórmula ---> Proceso
En esta propuesta de trabajo, se ha optado por estudiar las funciones lineales, cuadráticas
e hiperbólicas por ser unas relaciones que aparecen frecuentemente y no presentan grandes
dificultades algebraicas. Son adecuadas, además, para trabajar la resolución de ecuaciones.
El modelo exponencial, no menos interesante que los elegidos (evolución de una pobla-
ción, intereses bancarios,...) está tratado en la U.D. «Aumentar y disminuir».
Si se quiere partir de la función expresada algebraicamente el control de las operaciones
que intervengan es imprescindible para sacar partido de este trabajo.
Empezar con algunas actividades en las que los alumnos tengan que «leer» y «escribir»
transformaciones numéricas, permitirá hacer un diagnóstico del nivel operacional de la clase
y, a su vez, consolidar y reforzar estas ideas.
Unos juegos pueden ser muy adecuados para este propósito.
A) Ecuaciones
Propuesta 1
Descubrir la regla
Se trata de «adivinar» la regla pensada para asociar un número a
otro número.
Uno de los jugadores, papel que irá rotando, piensa la regla e irá
indicando el número asociado a cada uno de los números iniciales que
propongan los otros jugadores por turnos.
Quien descubra la regla se anotará un punto.
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Pueden decidirse normas particulares:
a) Poner un tope al número de preguntas.
b) Asignar distinta puntuación según el número de datos utiliza-
dos.
c)
Aunque el número de sesiones es indicativo y en algunos será conveniente dedicar más
tiempo, un posible desarrollo de esta actividad sería:
a sesión
El profesor o profesora, actuando como director de juego, jugará unas cuantas partidas
con toda la clase.
Se aclararán las normas y se fijarán criterios para sacar un buen partido del trabajo.
Aunque, inicialmente, se expresen las reglas encontradas de forma oral, el profesor irá
pidiendo una presentación por escrito de la solución valorando la sencillez y rigor matemá-
tico. Puede ser necesario sugerir el uso de letras para representar un número de forma gene-
ral.
Si los datos se van anotando ordenadamente en la pizarra
3 —n 1,5
2,5 --> 1,25
interpretar	 n° --> n°72	 o	 n —n 0,5*n
no les resultará difícil.
Es conveniente empezar con operaciones directas e ir complicándolas sucesivamente.
El análisis de las soluciones aportadas por los alumnos dará ocasión para:
- Detectar errores y dificultades: cuadrado/doble, cambio de signo, elección de la opera-
ción adecuada,...
- Observar equivalencias:
1/5 = 0,2 ;	 2	 *0,5 ;	 n + n = 2n,...
- Recordar criterios de prioridad en operaciones y uso de paréntesis.
- Manejar y simplificar expresiones algebraicas sencillas.
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Posibles sugerencias:
n —+ n/2
	
n --+ (n - 2).5
n	 n' + 1
n --> 2n - 1	 n —n n
2 Sesión
Los alumnos y alumnas, organizados en grupos, juegan varias partidas y al terminar se
recogen en la pizarra y se analizan las reglas inventadas en cada grupo.
Puede ser interesante separar las reglas descubiertas y las que no han podido ser «adivinadas».
Propuesta 2
Descubrir el número
Es un juego similar al anterior, pero dando la «regla» seguida y el
número final. En este caso se trata de determinar el número inicial.
Se puede jugar en parejas o grupos.
Material: calculadora.
El jugador A (que irá rotando) piensa una regla y elige un número
al que aplica la transformación elegida.
El jugador B conociendo la regla y el número hallado, tiene que
encontrar el de partida.
Si la respuesta es correcta, se anota B un punto; en caso contrario,
se lo anota A.
El juego puede ser abierto o más dirigido, si el profesor proporciona un listado con las
reglas que tienen que utilizar los jugadores.
Se puede empezar, también, jugando unas partidas entre toda la clase y continuar de
forma similar al juego anterior.
Puede esperarse que un gran porcentaje de alumnos inicie la búsqueda probando con dis-
tintos números, tratando simplemente de «acertar». Cuando el profesor o la profesora detec-
te una elección arbitraria en los números utilizados, puede hacer algunas sugerencias para
que la búsqueda se organice de forma más sistemática: anotar las pruebas realizadas, obser-
var los resultados que se van obteniendo y utilizar esta información para decidir la siguiente
«prueba».
El tanteo sistemático y ordenado es un procedimiento general, que se puede aplicar a la
resolución de cualquier ecuación. Por ello, es importante que nuestros alumnos y alumnas
practiquen este método con agilidad, sin que esto signifique prescindir totalmente del uso de
algoritmos particulares que, en algunos casos, les permitirán llegar a las soluciones de forma
más rápida y directa.
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Otro posible camino sería analizar el proceso seguido para hallar una imagen y «desha-
cer», paso a paso, cada una de las operaciones:
Partiendo de n —n (n - 1) 2 + 3
Restar 1	 Elevar al cuadrado	 Sumar 3
3	 3 - 1 = 2 	 11. 2 2 = 4
	 4 + 3 = 7
Sumar 1	 Raíz cuadrada	 Restar 3
3 = 2 + 1	 2 = -\17- 	  4 — 7 - 3 egi 	 7
Este procedimiento, menos general que «el tanteo», será válido para buscar soluciones de
ecuaciones generadas por composición de operaciones elementales.
Con esta actividad se puede trabajar por tanto:
a) Operaciones inversas.
b) Orden en que actúan las operaciones.
c) Posible existencia de más de una solución, ¡o de ninguna!
,Que operaciones intervienen en estos casos?
d) Distintos procedimientos para resolver ecuaciones.
Algunas situaciones que surgirán y que pueden originar discusiones interesantes:
- Encontrar una solución válida y distinta de la original
Si la regla es n --+ (n - 1) 2 + 3
3 --+ 7 y también -1- 7
- Deshacer las operaciones perfectamente y no volver al número inicial.
Con n —n n + 1
+1
5	 2,2360679 
	  3,2360679
2	 1
4,9999996 	 2 2360679 	 3 2360679
Las nociones de precisión, corte y redondeo, tan importantes para trabajar con calcula-
dora, pueden ser revisadas de nuevo.
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B) Modelos funcionales
El objetivo de las actividades que siguen, es analizar algunos de los tipos de «reglas» que han
ido surgiendo en el juego anterior. El análisis se hará sobre la regla en si, como máquina pro-
cesadora que genera un salida (output) a partir de una entrada (input):
Los conceptos de variable y función serán, por tanto, el centro del trabajo.
Los estudios se enfocan hacia la búsqueda de regularidades y pautas de comportamiento
generales en relaciones funcionales del tipo: ax, ax + b, ax2 , + b, a/x + b,... partiendo de casos
particulares.
Propuesta 3
Estudiar x ---r 2x + 0,5
Evidentemente se podría haber empezado por estudiar otra
«regla». La elección de una función afín se ha hecho por ser ésta:
• La relación funcional con expresión algebraica más sencilla.
• Un punto de referencia al analizar otros tipos de crecimiento.
El estudio se puede centrar en los siguientes puntos:
1. Analizar la regla
Multiplicar por 2
	 Sumar 0,5
0. 2x 	
	
2x + 0,5
¿Cómo transforma a los números que entran?
Si x es muy grande y positivo, ¿cómo es la imagen?
¿Y si se acerca a 0?
¿Y si es negativo? ¿La imagen será siempre negativa?
2. Representación gráfica
Estudio del perfil obtenido
Al pasar x de 3 a 4, ¿qué ocurre en la gráfica? ¿Y de 4 a 5? ¿Y
de -1 a 0? ¿Y de na n +1?
- ¿Es posible siempre encontrar un número cuya imagen sea un
número dado?
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Dyori
Propuesta 4
UI
o
Propuesta 5
3. Modificar parámetros
- Cambiar 0,5
- Cambiar 2
¿Qué ocurre con los números negativos? ¿Y al aumentar o disminuir
su valor?
Representar las gráficas superpuestas facilitará su comparación al
observar los cambios que se producen al variar uno u otro parámetro
en ax + b:
b: se mantiene la dirección --> traslación.
a: cambia dirección: más o menos inclinada, creciente o
decreciente.
4. Punto de corte
Interpretación.
Resolución gráfica de ecuaciones y sistemas lineales.
Evidentemente, ni es necesario trabajar todos los puntos reseñados
ni hacerlo en el orden en que se han enumerado.
Estudiar x —o x'
La idea es empezar por la relación cuadrática más sencilla y llegar
a analizar y comparar con x' + a y (x - a )2.
En el estudio se puede prestar especial atención a:
Fórmula —* gráfica (usando tablas)
El uso de segmentos de recta, ¿es adecuado? (analizar la varia-
ción en un intervalo).
Regularidades en los perfiles obtenidos:
Crec. (dec.) = máx. (min.) - decrec. (crec.)
Simetría: eje de la parábola.
-
 Localización del vértice:
• comparando con puntos próximos
• utilizando puntos simétricos.
Conociendo la gráfica, ¿cuál es la fórmula? (En casos sencillos).
Determinar el valor de x cuya imagen es un valordado.
¿Siempre existe? ¿Es único?.
La búsqueda de x puede hacerse gráfica y, en algunos casos, numé-
ricamente.
ottly
Estudiar x —r 1/x
La idea es ampliar a a/x y a/x + b incidiendo especialmente en:
Significado de la proporcionalidad inversa comparando
x -4 ax y x —n a/x
Concepto de dominio. ¿Qué ocurre cuando x se aproxima a 0?
¿Y en el punto 0?
Perfil asociado a las funciones hiperbólicas.
Realizar algunas sesiones de clase en el aula de informática, si se
dispone de un programa para dibujar gráficas (Derive o similar) facili-
tará enormemente la tarea de los alumnos y alumnas y les dotará de
mayor autonomía. Obtener con facilidad las gráficas en la pantalla, les
permitirá observar muchos casos particulares y contrastar sus hipóte-
sis para confirmarlas, desecharlas y/o modificarlas.
Para dotar de significado las relaciones que se vayan estudiando, será
conveniente ir proponiendo simultáneamente actividades con «enuncia-
do» en las que intervengan magnitudes relacionadas. Por ejemplo:
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• Una empresa A que se dedica a construir pozos artesianos ofre-
ce el siguiente presupuesto:
Maquinaria y mano de obra: 20.000 ptas.
Cada metro perforado: 5.000 ptas.
¿Cuál será el coste de un pozo en función de los metros que haya
sido necesario perforar hasta encontrar agua?
Dibuja la gráfica que muestre cómo varía el precio según los metros.
Otra empresa B, del mismo ramo, cobra sólo por metro perforado:
10.000 ptas.
Si un estudio previo pronostica la presencia de una corriente subte-
rránea de 5 ó 6 metros de profundidad, ¿cuál de las dos empresas inte-
resa elegir? ¿Y si el pronóstico es de 10 metros?
• Analiza cuál de las relaciones señaladas tendrá como gráfica
asociada una recta y dibuja una gráfica aproximada en cada
uno de los casos:
a) Km. recorridos por un coche que circula a velocidad constan-
te y tiempo transcurrido.
b) Edad, expresada en años, y altura, expresada en cm., de
una persona.
c) Longitud del lado y área de un cuadrado.
d) Número de caras que esperas obtener y número de monedas
lanzadas.
e) Capital de una empresa según los años transcurridos desde
su fundación, si tiene unas pérdidas anuales de medio millón
de pesetas.
f) Número de «artilugios» utilizados y dinero gastado en un
parque de atracciones, si la entrada cuesta 500 ptas. y cada
tique, 100 ptas.
• El coste, por unidad, de fabricación de una camiseta es 200 +
2000/n, donde n representa el número de camisetas fabricadas
de ese modelo.
Describe cómo varía el precio/camiseta, si varía el número de cami-
setas confeccionadas y dibuja una gráfica aproximada que presente
esa variación. ¿Cuántas camisetas se deberían encargar para que
salieran a 300 ptas.? ¿Y a 150 ptas.?
• El producto de dos números es 20.
¿Cuáles pueden ser estos números?
Busca algún procedimiento general para hallar uno de los factores
conociendo el otro.
¿Qué forma tendrá la gráfica de la relación
1" factor --+ 22 factor?
• En un polígono regular la medida de los ángulos central e inte-
rior varía según el número de lados
Dibuja las gráficas correspondientes a:
n2 de lados —n ángulo central
n2 de lados --+ ángulo interior
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• Si en un círculo duplicamos el perímetro, ¿se duplica el área tam-
bién?
¿Puede ser una recta la gráfica de perímetro --> área? Dibuja la
gráfica aproximada.
• Un comerciante ha comprado una partida de bolígrafos a 100
ptas. unidad. Por lo que ha ocurrido otras veces, el comerciante
sabe que, si los pone a la venta a 150 ptas. no vendería ningu-
no; pero, reducir sus ganancias haría aumentar su venta. Si los
pone a la venta a 145 ptas. vendería 200 de ellos y, por cada 5
ptas que rebaje, aumentaría su venta en 200 unidades.
¿Cuál de las gráficas que siguen será la adecuada para presentar
la relación Precio de venta --+ Beneficios
z
o
	
o
a
Justifica tu elección y estudia a que precio le interesaría vender
cada bolígrafo para conseguir unos beneficios máximos.
3. Evaluación
La intención de esta unidad didáctica es insistir en la idea de función y dotar a los alum-
nos y alumnas de nuevos recursos para:
—
 Reconocer distintos tipos de crecimiento o decrecimiento, y de forma clara, el de tipo
lineal, a partir de un enunciado o una gráfica.
— Asociar un perfil a una fórmula en el caso de las funciones afines, cuadráticas e hiper-
bólicas elementales y viceversa.
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— Reconocer una ecuación y disponer de algún procedimiento para encontrar soluciones
interpretando su significado dentro del contexto en que se haya obtenido.
— Saber leer una gráfica e interpretar los puntos destacados.
— Apreciar las ventajas del lenguaje gráfico para recoger y/o transmitir información.
¡leo
Es, por tanto, len estos aspectos donde puede centrarse la atención del profesor en su
observación diaria de la clase para detectar las mejoras individuales y generales y el funcio-
namiento de la unidad.
Aunque, habitualmente, las tareas las realicen los alumnos en grupo, algunas de las acti-
vidades propuestas deberán proponerse como trabajo individual que será recogido al final de
la clase y que pueden considerarse como pruebas de evaluación.
Si se realizan sesiones en el aula de informática, será conveniente proponer un esquema
de trabajo a los alumnos para que centren su atención en determinados aspectos de las grá-
ficas con que estén trabajando. Cada grupo recogerá por escrito su trabajo y las conclusiones
y/o resultados obtenidos.
Este material podrá ayudar a la evaluación individual de los alumnos.
Como ya se ha señalado anteriormente, los conceptos y procedimientos trabajados son
complicados por el grado de abstracción que requieren.
Es probable, por tanto, que algunos alumnos y alumnas tengan todavía ideas confusas al
finalizar el desarrollo de esta unidad. El trabajo posterior proporcionará situaciones para acla-
rar y consolidar estas ideas.
III. PERÍMETRO, ÁREA Y VOLUMEN
1. Presentación
El objetivo general de la unidad didáctica es analizar relaciones entre longitudes, áreas y
volúmenes sobre figuras planas y cuerpos tridimensionales, y profundizar en estos concep-
tos. Los estudios se apoyarán, generalmente, en las funciones y gráficas que generen estas
relaciones. Se considera éste un contexto muy adecuado para tratar ideas y conceptos fun-
cionales, ya que permite simular muchas de las situaciones que se proponen.
Relativo a los conceptos de medida, la atención se centrará en:
— Consolidar los conceptos de figura plana, cuerpo geométrico, perímetro, superficie y
volumen.
— Estudiar cómo varía una determinada magnitud al modificar alguna otra.
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— Medir, relacionando con otros cuerpos o figuras más sencillas y obtener algunas fór-
mulas generales.
— ¿Igual área <---> Igual perímetro?
¿Igual superficie <–> Igual volumen?
— Relación entre magnitudes diferentes de figuras planas o cuerpos tridimensionales
semejantes.
Surgirán ocasiones para tratar las gráficas y los conceptos funcionales:
— Diferentes tipos de crecimiento o decrecimiento.
— Funciones lineales, cuadráticas, cúbicas, irracionales, exponenciales, ...
— Máximos y mínimos: localización e interpretación.
— Cortes con los ejes.
— Dominio de una función y restricción adecuada al contexto.
Esta unidad didáctica está pensada para alumnos de 15-16 arios (último curso de la
ESO.); no obstante, muchas de las actividades que se proponen son también adecuadas para
14-15 arios, si se adapta a las posibilidades de los alumnos y alumnas el tratamiento alge-
braico y funcional.
Puede desarrollarse en 5 ó 6 semanas, unas 15 sesiones de clase, contando con que algu-
nas de las actividades propuestas requieren más de una sesión, para conseguir resultados
interesantes.
En la secuenciación que se propone, las actividades no están organizadas, necesariamen-
te, de menor a mayor dificultad. Puede ser un buen método de trabajo proponer una situa-
ción complicada, que genere conflicto, que ponga de manifiesto las dudas y dificultades exis-
tentes y continuar con una situación más sencilla, para organizar y consolidar las ideas. No
obstante, es una posibilidad entre otras muchas y cada profesor o profesora encontrará la
secuenciación más adecuada para su grupo de alumnos.
2. Desarrollo
2.1. Propuesta Inicial
Dibuja una figura análoga, parecida, a la que se presenta y que sea
el doble de grande. Explica tu dibujo
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Aparecen diferentes respuestas:
1)
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2)
1	 2
L 
3)
La tendencia general es asociar tamaño con longitud; «doble de grande» producirá una
gran mayoría de respuestas en las que el dibujo corresponde a una figura que se obtiene
duplicando longitudes.
La respuesta más frecuente será, por tanto, la 1). Pero, también, surgen propuestas de los
tipos 2) y 3).
La discusión sobre los términos «figura análoga» y «doble de grande» permitirá perfilar
los conceptos de rectángulo, paralelogramo, cubo, cuboide, perímetro, área y volumen.
También hablaremos de cómo se miden perímetros, áreas y volúmenes.
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Los conceptos e ideas que aparecen ya son conocidos por los alumnos y alumnas, pero no
estará de más insistir sobre ellos.
De un modo natural, surgirán relaciones entre perímetro, área y volumen:
Los rectángulos que tienen área doble que el de partida, no tienen, en general, perí-
metro doble que éste.
Se han obtenido varios rectángulos con la misma superficie y distinto perímetro, y
varios cuboides con el mismo volumen y distinta superficie.
El trabajo puede continuar ...
2.2. Una elección importante: La variable independiente
Propuesta 1
Consideremos un tablón de dimensiones 80 x 50 cm. Lo queremos
hacer más pequeño, con la condición de que se conserve la forma rec-
tangular.
Estudia diferentes formas de proceder. De un modo sistemático, en
cada uno de los procedimientos, determina el área del trozo de table-
ro que obtengamos.
Tenemos aquí una situación sencilla, en la que partimos de una superficie de 4.000 cm'
de madera. Esta superficie queremos que disminuya; para ello, es necesario realizar una
acción, cortar, y podemos hacerlo de las tres formas siguientes:
En cada una de ellas tenemos que decidir el trozo que vamos a cortar, x, la variable inde-
pendiente. En la tercera, podemos además cortar lo mismo en el largo y en el ancho, o tomar
cantidades distintas.
Un matemático está frente a cuatro funciones:
A = 4.000 - 80x ; A = 4.000 - 50x ; A = (40- x) (80 - x) ; A = (40 - x) (80 - y)
Un alumno no comprende el preguntarse por algo tan abstracto y general.
Nuestro trabajo consiste en darle significado a la búsqueda de la expresión general en cada
caso, en que puedan estudiar las fórmulas que obtengan y que este estudio sepan interpre-
tarlo y sacar conclusiones.
Veamos un ejemplo de cómo trabajar con alumnos de 14-15 arios a partir de esta situación.
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Alumno
Podríamos cortar a lo largo, a lo ancho o las dos cosas a la vez; pero, ¿cuánto corto?
Si corto un centímetro, tengo 79 x 50 u 80 x 49 ó 79 x 49; en general, sería por ejemplo
75 x 42 ...
Siempre podría saber fácilmente la madera que me queda. ¿En donde está, entonces, el
problema?
Profesora
Supongamos que no se trata de madera, sino que es un material muy caro.
Supongamos que hacer un corte implica una gran dificultad.
Supongamos que queremos cortar con una máquina que elimina en el corte 1 milímetro.
Supongamos que queremos obtener un bloque de 348,2 cm' de forma rectangular.
Supongamos que queremos obtener un bloque de 348,2 cm 2 , pero que tenga 80 cm de largo.
Supongamos .... mil condiciones más.
El matemático (y ahora ese es el papel que tenéis que representar) estudia la situación en
general.
Si os resulta útil, podemos simular sustituyendo la madera por papel. (La simulación se
hace con rectángulos de 8 x 5 cm.).
Alumno
Partimos de 40 cm' y llegamos a 0.
Si queremos, por ejemplo, 32 cm':
32/8 = 4 cm de alto, luego cortamos 1 cm de alto.
Profesora
Generaliza. (El propósito de la profesora es el de no tener, en otra situación similar, que
dar esta orden).
Alumno
Si mantengo 80 cm y quiero obtener A
A = 80.(50 - x) con x = 5 -A/80
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Profesora
Por tanto,
	 corto x cm en ese lado?
Alumno
A = 80(50 - x)
50
Profesora
Continúa el estudio.
Alumno
Si mantengo 50 cm de alto
A = 50(80-x)
80 cm
Profesora
Compara los dos procedimientos (no quiere hacer esta pregunta, pero si desea que los
alumnos hagan esta comparación).
Alumno
Llego antes a cero cortando, si mantengo los 80 cm.
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Profesora
¿Y si cortamos la misma cantidad de los dos lados?
Alumno
A = (80 - x) (50 - x) = 4.000 - 130x +  x2
A = x' - 130x + 4.000
50
¿Cuándo llego ahora a cero? Teóricamente, con x = 50 y con x = 80; pero, prácticamente,
si cortamos 50 cm en total ya no nos queda madera.
Profesora
Comparemos las tres gráficas.
Una discusión permitirá conocer más el experimento y preparará el camino para el estu-
dio de la tasa de variación media y, posteriormente, la derivada.
Dentro de la discusión se puede intervenir animado con preguntas del tipo:
¿Cómo llegar a 2.500 cm'?
2111/~1111~11n1
Propuesta 2
Dibuja un triángulo equilátero de lado 10 cm. y traza una recta
paralela a uno de los lados; se obtiene, así, un nuevo triángulo.
Desplazando la recta, manteniéndola siempre paralela al lado ele-
gido, se puede obtener otros triángulos.
Estudia estos triángulos.
¿qué recta divide al triángulo inicial en dos zonas de igual área?
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El proceso descrito no presenta grandes dificultades, pero la necesidad de codificar, de
alguna forma, la posición de la recta, sí que será un obstáculo para algunos alumnos. Una
pequeña ayuda puede ser necesaria: dibujar una recta paralela a otra y que pase por un punto
dado. La posición de la recta queda unívocamente determinada por un punto, pero, en este
caso, el punto puede elegirse de varias formas; por ejemplo, las dos de la figura siguiente:
Al poner el punto P a mayor o menor distancia del vértice superior, se obtienen todas las
posibles rectas y la posición del punto P, puede codificarse numéricamente mediante una dis-
tancia d
b)
c)
	
d)
Se ha pasado de una variable no numérica (rectas) a una variable numérica d.
Realizar una simulación del proceso ayudará a entenderlo mejor. Una regla, por ejemplo,
puede servir para simular la recta.
Cuando la recta se desplaza, ¡, qué se mantiene del triángulo? , (i2ué elementos se modifi-
can?
Entre qué valores puede variar d? ¿Qué ocurre cuando d toma el valor O? el valor
máximo? Si se elige un valor para d, ¿qué información proporciona del triángulo correspon-
diente?
Este estudio pondrá de manifiesto que la «forma» es lo que se mantiene en todos los trián-
gulos y el tamaño es lo que se modifica; por tanto, varían el lado, la altura, el perímetro y el área.
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Pueden considerarse cuatro funciones (la elección de d facilitará unas u otras en cada caso):
d --> Lado
d	 Altura
d --+ Perímetro
d —n Área
El profesor decidirá entre proponer un estudio simultáneo, o bien centrar la atención en
alguna de ellas. El estudio de la función Área es el más interesante y el que se desarrolla a
continuación.
La elección de una u otra variable, afectará tanto a su campo de definición (intervalo
[0,10] o intervalo [0,5), como al tipo de función (siempre cuadrática, pero bien crecien-
te o bien decreciente); pero, y será importante incidir en esto, todas y cada una de las fun-
ciones encontradas servirán para describir el mismo proceso.
Los alumnos y alumnas podrán rellenar una tabla de valores bien midiendo directamente
con la regla las longitudes que necesitan para calcular el área, o bien, en el caso de los alum-
nos con más habilidades matemáticas, deduciéndolas (precisan para ello conocer y saber
aplicar el teorema de Pitágoras) a partir del valor asignado a la variable d.
Obtener la expresión general de la función incluye dificultades algebraicas que pueden supo-
ner un gran obstáculo y, por tanto, no será una cuestión que se plantee a la totalidad de la clase.
Al trabajar con la tabla, intervienen números con muchas cifras decimales y las aproxi-
maciones que se utilicen pueden no ser suficientemente buenas. No estará de más insistir en
las posibilidades que ofrece la calculadora para evitar acumulación de errores (teclas de
memoria, realizar operaciones seguidas sin teclear de nuevo resultados parciales, ...) y cómo
deducir el error redondeando el valor que aparece en pantalla en vez de cortar simplemente.
El proceso de llevar la variable d sobre la recta horizontal y «subir» algunos puntos utili-
zando la tabla de valores, permite obtener la gráfica correspondiente:
287
CAPITULO 9 - FUNCIONES
c) A (d) = d2
	
d) A (d) — (5 •nri— d)2
a los alumnos y alumnas que obtengan perfiles poco razonables (puntos unidos por seg-
mentos de recta, picos extraños,...) se les puede sugerir que la revisen y se ayuden con otros
valores intermedios.
La magnitud de los números que intervienen, hace necesario utilizar distinta escala para
representar d y A(d) y conveniente que los alumnos y alumnas hagan un tanteo para elegir
una unidad adecuada en cada caso.
El análisis posterior será mucho más rico si se realiza sobre parejas de gráficas super-
puestas. Esto permitirá relacionarlas y establecer conexiones entre ellas:
- Crecimiento más o menos
rápido.
- ¿Cuándo se alcanza
el valor máximo?
- Simetría
- Significado del punto
de corte.
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Localizar la recta que divide al triángulo en dos partes iguales, significa encontrar el trián-
gulo cuya área es justamente la mitad del de partida.
Es fácil que algunos alumnos y alumnas piensen en la recta que pasa por el punto medio del
lado: «área la mitad, por tanto, lado la mitad...». Gráficamente se puede analizar esta respuesta:
La resolución algebraica puede plantear de nuevo algunas dificultades y no ser el camino
más adecuado. Trasladar al lenguaje funcional el problema: qué valor de d le corresponde
A(d) = 43,3/2 = 21,65?, y utilizar la gráfica para buscarlo es más asequible para estos alum-
nos y alumnas y otra ocasión más para leer e interpretar puntos.
Al buscar el corte de la gráfica con una recta horizontal y «bajar» a la variable d, la impre-
cisión en el dibujo proporcionará muchas posibles soluciones distintas y planteará la conve-
niencia de asegurar de, alguna forma, el valor obtenido gráficamente. A partir de dos valores
iniciales (uno demasiado grande y otro demasiado pequeño...) y tanteando con valores inter-
medios, sucesivas acotaciones les permitirá encontrar el valor buscado de d con tanta preci-
sión como deseen.
Determina el perímetro y el área del rectángulo.
Propuesta 3
Podrías encontrar otras rectángulos del mismo perímetro; entre
todos ellos, ¿cuál es el que tiene mayor área? ¿Y cuál menor área?
Un tanteo inicial en el que se obtengan soluciones particulares de forma desordenada
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debe ir dando paso a un trabajo más sistemático que permita encontrar un método general
para construir rectángulos que cumplan la condición indicada.
Muchos alumnos utilizarán como materiales los cálculos previos y el dibujo.
Un cordel anudado con una longitud de 14 cm puede ser una herramienta indispensable
para hacer una simulación y considerar el perímetro como un dato. Los dedos permitirán
construir el rectángulo.
Unas sugerencias que pueden ayudar a los alumnos en su trabajo:
1) Desmenuzar el proceso que han seguido para encontrar una solución determinada y
escribir los cálculos realizados.
2) ¡Qué es lo que se mantiene constante? ¡Puede haber un rectángulo en el que uno de
los lados mida 2,5 cm? ¡y 4,75? ¡Y 7,25? ¡Qué necesitas decidir para construir el rec-
tángulo?
3) Ordenar las soluciones y recogerlas en una tabla.
Comprendido que es necesario dar un valor al lado L, se concluirá que el otro lado será
7 - L y que, por tanto, el área será a su vez L(7 - L).
Este puede ser un buen momento para reflexionar sobre el significado de la expresión
obtenida, Área = L(7 - L).
Esta «fórmula» no es algo estático, sugiere un proceso dinámico, una manera de actuar
(una dependencia) para hacer variar una magnitud (Área) cuando varía otra (longitud del
lado); aquí está, por tanto, la idea de función.
En este proceso, lo que ocurre con la variable L puede parecer poco interesante, se le
puede asignar cualquier valor, el que queramos, con la única condición de estar comprendi-
do entre O y 7; lo realmente interesante es lo que ocurre con la función Área: ¿qué valores
puede tomar? ¡Cómo cambia? Si L = 4 cm, el área vale 12 cm2 , ¡qué ocurrirá con el área, si
L = 4,1? ¡Aumentará? Se hará más pequeña?...
Muchas de estas preguntas (quizás todas) podrán ser contestadas por los alumnos y alum-
nas utilizando la tabla de valores y/o la fórmula. La representación gráfica proporciona una
visión global del proceso y facilita toda la información necesaria para responder a estas y otras
cuestiones.
Representamos sobre la recta real los valores de L (utilizando este momento para tratar el
concepto de dominio). En cada uno de estos puntos, levantamos un segmento de recta de
longitud los cm' del área...
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Algunas consideraciones sobre el análisis de la gráfica:
— Suele haber, como ya se ha dicho, una tendencia bastante general a utilizar segmentos
de recta para unir los puntos marcados al dibujar cualquier gráfica.
— Una llamada de atención sobre la simetría que presenta la gráfica y su interpretación
geométrica en el contexto.
— Al aumentar el valor de L, no siempre aumenta el de A. ¡Cuándo sí ocurre y cuándo
no?
— ¡Tiene esta representación una cúspide? ¡Qué interpretación tiene? ¡Cómo localizar
este punto? (Bien utilizando la simetría, o bien comparando con puntos próximos).
— Podemos darle a L el valor 0,5, y también 0,1, y 0,001... ¡Y el valor 0?
Puede surgir una dificultad al analizar las soluciones del problema:
¡Realmente la solución encontrada, que corresponde a un CUADRADO, es solución del
problema? ¡No se trataba de encontrar un RECTÁNGULO?
2.3. Funciones Polinómicas
a) Si tenemos un cubo cuya arista mide L unidades, al aumentar la
longitud de la arista x unidades, ¿cuánto aumentará la superfi-
cie de cada cara? ¿Y cuánto aumentará el volumen?
O bien separar en dos enunciados:
a.1) Si tenemos un cuadrado de lado L unidades, al aumentar
la longitud del lado x unidades, ¿cuánto aumentará el
área?
a.2) Si aumentamos la longitud L de la arista de una cubo x uni-
dades, ¿cuánto aumenta el volumen?
Como el profesor sabe, este incremento dependerá tanto de la lon-
gitud inicial, L, como del número, x, de unidades que se añaden. El
incremento en la superficie de una cara es
= (L + x) 2 - 12 = 21x + x2
Para cada uno de los valores de L, al variar x aparecerán funciones
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Para cada uno de los valores de L, al variar x aparecerán funciones
cuadráticas de la forma s(x) = 2Lx + x2.
Del mismo modo, para cada valor fijo de x, al variar L surgirán fun-
ciones lineales del tipo s(L) = x2 + 2xL
Los alumnos no abordarán el problema de forma tan general, nece-
sitarán particularizar asignando un valor concreto a una de las dos
indeterminadas. Es conveniente contar con el apoyo de algún material
(plaquetas o tramas cuadradas) para estudiar algunos casos.
Si toman la decisión de darle un valor a L, con plaquetas pueden
construir distintos cuadrados y añadir los cuadraditos necesarios para
pasar al cuadrado de lado 1, 2, ... unidades mayor y comparar los
incrementos de área.
Éste seria el caso L = 1 y x variable:
x= 1
El profesor sugerirá que los grupos de alumnos y alumnas trabajen con distintos valores
de L; de este modo, aparecerán distintas tablas:
Si L = 1
Aumenta el lado x unidades: 1 2 3 4 5
Aumenta el área: 3 8 15 24 35
Si L = 2
Aumenta el lado x unidades: 1 2 3 4 5
Aumenta el área: 5 12 21 32 45
Encontrar la leyes generales analizando las tablas puede ser un poco complicado, ya que
el crecimiento no es lineal; pero, este análisis puede poner de manifiesto:
a) La diferencia de incremento al partir de distintos cuadrados.
b) Siempre hay un crecimiento y cuanto mayor es L, crece más rápidamente.
c) Las diferencias primeras no son constantes, pero si son constantes las diferencias
segundas.
Para encontrar la expresión algebraica de estas funciones (para valores particulares de L)
se pueden seguir varios métodos. Por ejemplo, para L = 1:
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a) La diferencia de cuadrados
S = (1 + x) 2 - 1 2 = x2 + 2x
b) Descomponiendo el incremento de área en escuadras:
x= 1-3
x = 2 —n 3 + 5
x = 3 ---> 3 + 5 + 7
9
	  7
5
3
x --> 3 + 5 + 7 + 9 + . + (2x + 1)
Donde aparece una suma de impares consecutivos que ya debe ser familiar para los alum-
nos y alumnas.
Al representar gráficamente las distintas tablas obtenidas en la clase, aparecerán perfiles
del tipo:
1~111n111111 ¿Cuánto habría que aumentar el lado para que el área aumentara
6 unidades?
¿Tiene sentido dar valores negativos a x?
Algunos alumnos serán capaces de generalizar las funciones obtenidas para valores parti-
culares de L y llegar a una expresión del tipo (L + x) 2 - L2 ó x2 + 2Lx.
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Esto sugiere una forma distinta e interesante de enfocar el problema:
¿Qué ocurrirá si aumentamos lo mismo la arista en cubos de distinto tamaño?
El proceso será similar al anterior.
Si x = 1 se obtiene la tabla
Longitud del lado: 1 2 3 4 5
Aumento del área: 3 5 7 9 11
que permite encontrar la ley general:
L --> 2L + 1
sin utilizar la diferencia de cuadrados (L + 1) 2 -
Una tabla similar para x = 2
Longitud del lado: 1 2 3 4 5
Aumento del área: 8 12 16 20 24
En este caso L —n 4L + 4
El análisis de las tablas puede centrarse en:
1) Aumentos iguales en la longitud de los lados de dos cuadrados (o lo que es lo mismo,
aumentos idénticos en perímetros) no produce igual aumento en la superficie. El
incremento del área es mayor cuanto mayor es el lado del cuadrado.
2) El incremento del área
crece y crece de forma
lineal; en cada tabla las
diferencias son cons-
tantes: 2 para x = 1, 4
para x = 2, 6 para x = 3,
... Cualquier tabla
puede completarse co-
nociendo los dos pri-
meros términos.
Al superponer dos o tres
gráficas, utilizando las tablas
de valores, aparecen rectas
ligadas al crecimiento lineal y
con distinta inclinación.
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Aunque el trabajo se ha realizado con números enteros, la tendencia que existe a unir pun-
tos aislados con una línea continua (que partirá, seguramente, del punto de abscisa 1), pro-
ducirá perfiles que pueden extenderse con facilidad y extender con ello el dominio de la
variable.
Las gráficas se pueden explotar más: localizar e interpretar puntos determinados (qué
valor de L corresponde en cada gráfica a «altura» 9?); se podría aumentar 2,25 unidades la
longitud del lado, ¿que gráfica saldrá en este caso? ...
El estudio de la variación del volumen presenta una cierta analogía. El incremento de
volumen viene dado por:
(L + x) 3 - L3 = x' + 3Lx2 + 312x
y al mantener fija una u otra variable, se obtienen:
a) Funciones cuadráticas
V(L) = 3xL2 + 3x2L + x'
b) Funciones cúbicas
V(x) = x' + 32 + 312x
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El profesor o profesora debe valorar la conveniencia de proponer esta segunda parte del
problema a la totalidad de la clase o sólo a determinados alumnos y alumnas (si es adecua-
do para los que hayan elegido la opción B en el último curso de este Ciclo), por las dificul-
tades que plantea.
Será difícil obtener la ley general a partir de tablas que recojan casos particulares, ya
que las fórmulas son más complicadas. No obstante, estudiar algunos casos constru-
yendo cubos con un material adecuado (policubos, cubitos de madera) será una gran
ayuda para encontrarla o para construir una tabla de valores.
El desarrollo del cubo de una suma es una dificultad más y es muy probable que
muchos alumnos lleguen a la expresión
Incremento de V = (x +	 - x' = n' + x' - x' = n'
— El dibujo de las gráficas puede ser urja tarea laboriosa, aun contando con la calcula-
dora para obtener una colección de puntos.
Alguna sesión de trabajo en el aula de informática, si se dispone de un programa
(Derive o similar) que realice este trabajo, puede simplificar la tarea y se podrá dedicar
más tiempo a analizar, comparar e interpretar las gráficas obtenidas.
2.4. Otros modelos funcionales
2.4.1 Racionales: discontinuidad
Perímetros infinitos.
Encuentra un método lo más general posible para construir rectán-
gulos que tengan 36 cm' de área.
Entre todos ellos, ¿cuál es el de menor perímetro? iy cuál el de
mayor perímetro?
Su explotación es similar a la actividad 3 de la página 52, pero presenta una nueva difi-
cultad. La función que se genera no es polinómica sino racional P(L) = 2(L + 36/L) con una
discontinuidad en O; L puede tomar los valores 0,1, 0,01, 0,0001,... pero no puede tomar el
valor O.
Esta discontinuidad da lugar a un límite infinito, que plantea una situación interesante al
interpretarlo en el contexto en el que ha surgido la función. Manteniendo el área constante,
el perímetro de los rectángulos puede hacerse infinitamente grande.
Área finita y perímetro infinito.
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• • • • • • II •
•	 •
•	 111
•	 •
•	 •
•
•
•
• •
•
•
•
•	 •
•	 •
•	 •
Situación de la que los fractales proporcionan numerosos ejemplos:
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2.4.2. Irracionales. Función inversa
=RIN	 Más rectángulos.
Si en el rectángulo
X Cm
2x cm
damos a x distintos valores, se obtienen rectángulos semejantes
(todos tienen la misma forma) de tamaño diferente. Varía el perímetro
y varía el área.
Elige un valor para x; si lo duplicas, ¿qué ocurrirá con el perímetro?
¿Y con el área? ¿Y si lo triplicas? iy si lo reduces a la mitad?
Representa gráficamente las funciones
x —› Perímetro	 x --> Área
y compara las gráficas obtenidas. ¿Siempre aumentará más el área
que el perímetro?
Se pueden encontrar (siempre?) rectángulos que tengan un área
determinada; ¿que valor debemos dar a x para que el área sea 27
cm'? ¿Y para que sea 42 cm'?
Busca una regla que permita calcular el valor de x, conociendo el
área del rectángulo:
Área —+ x
dibuja la gráfica de esta nueva función y compárala con la de
x --> área.
Este enunciado puede plantearse sobre una figura plana no rectangular:
a
3ci
que incluye una dificultad adicional; los alumnos no disponen de una fórmula para hallar el
área y deberán recurrir a la descomposición en figuras más sencillas.
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O bien sobre un cuerpo tridimensional
4x
estudiando las relaciones x --> Volumen y Volumen ---> x, en las que aparecerán cubos y raí-
ces cúbicas.
2.4.3. Decrecimiento exponencial
Reducción del cuadrado.
Si se unen los puntos medios de los lados de un cuadrado, se obtie-
ne un nuevo cuadrado
si este proceso se aplica de nuevo al cuadrado obtenido, se obtiene un
nuevo cuadrado, en el que podrán unirse otra vez los puntos medios
para obtener otro nuevo cuadrado, y así sucesivamente...
Si el cuadrado de partida tiene de lado 1 dm, ¿cuál es el área y el
perímetro del primer cuadrado así obtenido? ¿Y del segundo?
Construye una tabla que recoja el área y perímetro de los sucesivos
cuadrados
Cuadrado
	 Inicial	 1	 2
Área (en dm2 )	 1
Perím. (en dm)	 4
¿Cuál será el área y el perímetro del décimo cuadrado? ¿Y del deci-
moquinto? Será conveniente encontrar una regla para hallar el área y
perímetro de cualquiera de los cuadrados así obtenidos, sin tener que
rellenar toda la tabla.
La variable es, en este caso, una variable discreta, pero proporciona una ocasión para tra-
tar el decrecimiento exponencial. Hallar una expresión general que proporcione el área del
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cuadrado enésimo, no suele presentar grandes conflictos a los alumnos y alumnas; sin embar-
go, el caso del perímetro plantea más complicaciones.
Las estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este problema son:
a) Dibujar y medir el lado del cuadrado con una regla.
Suelen recurrir a este método los alumnos con más dificultades en Matemáticas. La
imprecisión en el dibujo y en la medida producirá generalmente errores en los valores
obtenidos y complicará la obtención de relaciones entre ellos.
b) Calcular la longitud del lado aplicando el teorema de Pitágoras.
Es un proceso lento y laborioso, y los redondeos que se vayan realizando en los suce-
sivos cálculos irán incrementando el error:
L = -\1- (5 2 + 5 2) = 7,07	 ;	 A, = 7,07 2 = 49,98 cm2
P 1 = 4 x 7,01 = 28,04 cm
L2 = (3,5 2 + 3,5 2) = 4,94 ;	 A2 = 4,94' = 24,4 CM2
P2 = 4 x 4,94 = 19,76 cm
Éste podría ser un posible desarrollo. A estos alumnos, sugerirles la posibilidad de sim-
plificar la expresión con que obtienen el lado (L 1 = x 5 2) = x 5, puede ser muy
útil para ahorrarles trabajo, evitar errores y encontrar las relaciones buscadas.
c) Observar que con los triángulos que aparecen en los cuatro vértices se obtiene el cua-
drado interior.
A 1 = Al2 ; A2 = Al2;
L i - NIA 1 ; L2 - ÍVA2;
= 4 x	 ; P2 = 4 x 1-2; ...
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Es muy probable que un gran porcentaje de alumnos observen la relación entre áreas (es
el doble o es «casi el doble») y que lleguen a encontrar reglas del tipo: An = Al2r, ó An _ 1 = A/2
(escritas seguramente con menos precisión matemática).
Con los perímetros, la relación no es tan sencilla de observar a simple vista: el cociente
13,JP, es también constante, pero no es un número entero, aparece -\/- 2. Buscarán relaciones
hallando las diferencias entre los sucesivos perímetros (será interesante que analicen que las
diferencias primeras no son iguales, ni las segundas, ni las terceras, ...) que es una ocasión
para estudiar este tipo de decrecimiento, pero que no les lleva a un resultado útil para su pro-
pósito. Aquí, puede ser necesaria una ayuda del profesor que les ayude a salir de su bloqueo.
Disponiendo de calculadoras, puede ampliarse el campo de definición a valores no ente-
ros y estudiar el comportamiento y propiedades de la función f(x) = 0,5'.
2.4.4. Periodicidad
Si el profesor o profesora considera adecuado tratar el concepto de periodicidad en este
contexto, puede proponer el problema del cuadrado inscrito. También uno de los ejemplos
citados en la introducción del tema, el cuadrado construido con varillas articuladas, propor-
ciona una ocasión para trabajar la función seno, al estudiar la relación
ángulo —* altura
Cuadrado inscrito
Inscribe un cuadrado en otro de lado 1 m, tal como se indica en la
figura.
Si la posición del punto P varia, variará el cuadrado inscrito. Escribe
la fórmula de la función
x	 área del cuadrado inscrito
Dibuja su gráfica. Coméntala.
Si el punto P se mueve sólo sobre el lado en que está inicialmente, la gráfica obtenida será
un arco de parábola con un mínimo que corresponde al cuadrado de área la mitad del de par-
tida (cuando P está en el punto medio justamente). Pero el punto P puede continuar su reco-
rrido a lo largo del perímetro y se produce una gráfica periódica.
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2.5. Reflexión
En el desarrollo de esta unidad didáctica, al trabajar los conceptos y procedimientos enu-
merados en la presentación, y simultáneamente con ellos, se han trabajado también nume-
rosas estrategias. Entre las que han ocupado un papel más relevante, podríamos citar:
Estudiar casos particulares.
- Generalizar:
a) algebraicamente
b) con métodos geométricos.
La representación gráfica como:
a) fuente de información
b) para mostrar una información.
Por analogía, asociar un determinado perfil a una fórmula algebraica.
La comparación desde una perspectiva no exclusivamente numérica que permite
interpretar un crecimiento mediante gráficas.
Es muy posible que al finalizar esta unidad didáctica, el profesor o profesora perciba que,
desde el punto de vista funcional, algunas ideas y conceptos no están suficientemente con-
solidados; está claro que el trabajo con funciones y gráficas no termina aquí. ¡Ni mucho
menos!
El concepto de función es un concepto complejo, y requiere un tratamiento cíclico, vol-
viendo una y otra vez a él y profundizando y ampliando cada vez más las ideas subyacentes.
Esta misma complejidad le hace surgir en contextos muy variados y, por tanto, se presen-
tan muchas ocasiones a lo largo de un curso para tratar este tema.
La función exponencial, por ejemplo, aparecerá también en situaciones en las que interviene
el azar; y también aparece en otros contextos geométricos (véase Espirales geométricas, del capí-
tulo EL NÚMERO ÁUREO) y numéricos (véase Porcentajes, en AUMENTAR Y DISMINUIR).
En cada situación, se analizarán aspectos concretos de esta función, que, ees de esperar,
ayudarán al alumno a crearse un modelo mental del crecimiento y decrecimiento exponencial.
La calculadora proporciona otro contexto, más abstracto, pero no por ello menos eficaz,
para tratar estas ideas. Utilizando la información que proporciona, se podrán estudiar pro-
piedades y regularidades de las funciones.
L.
3. EVALUACIÓN
Observar atentamente lo que ocurre en la clase, conversar con los alumnos sobre sus
dudas, dificultades y decisiones tomadas, proporcionará una información fundamental para
evaluar los progresos de los alumnos y valorar los objetivos conseguidos.
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Esta información puede ampliarse realizando:
• Alguna prueba individual. Esta prueba no debe incluir una dificultad excesiva que
pueda bloquear al alumno; deben plantearse cuestiones que requieran utilizar concep-
tos, técnicas y estrategias trabajados en la clase y que den opción a mostrar los distin-
tos niveles alcanzados por los distintos alumnos.
• Trabajos para casa, para realizar en grupo, sobre problemas o investigaciones. Se debe
pedir una presentación cuidada del trabajo tanto en la forma como en el lenguaje mate-
mático utilizado. El profesor o profesora deberá tener en cuenta que los alumnos deben
disponer del tiempo necesario para realizar esta tarea.
Es conveniente que cada grupo haga una presentación de su trabajo en la clase.
Un alumno será evaluado positivamente si:
— Es capaz de relacionar magnitudes (longitud, área y volumen) y utilizar esta relación
para conocer alguna de ellas, a partir de otras conocidas, en cuerpos y figuras senci-
llas.
— Sabe apreciar una dependencia entre dos magnitudes, elegir la variable y presentar la
relación mediante una tabla, perfil o fórmula.
— Es capaz de hacer un análisis y una descripción general de un proceso representado
por una gráfica y obtener información para tomar decisiones.
— Reconoce el modelo de crecimiento (o decrecimiento) lineal en una relación funcional.
Encontrar la expresión algebraica de una función suele representar una dificultad para
algunos alumnos; no debe ser considerado un objetivo mínimo, excepto en casos sencillos;
un alumno que, además, tenga esta habilidad será evaluado muy positivamente.
Se habrá conseguido una valoración positiva del desarrollo de esta unidad si los alumnos:
— Muestran más confianza en la utilización de las matemáticas para resolver problemas
y para comunicar.
— Aprecian la utilidad de las matemáticas en situaciones problemáticas de otras discipli-
nas y de la vida cotidiana y menos cotidiana.
— Descubren el interés de emplear métodos alternativos para la resolución de problemas.
— Valoran el utilizar modelos, diagramas y símbolos para conocer y estudiar una relación
funcional.
Veamos algunos ejemplos de actividades que pueden incluirse en los distintos tipos de
pruebas de evaluación:
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Prueba 1
(Problema para prueba individual)
Imagina una pila de láminas, cuyo perfil lateral es un cuadrado de
lado 1 dm.
1 0
10
Empujando la pila con una tablilla, por ejemplo, puedes deslizar las
láminas, unas sobre otras hasta que queden como sigue:
r.14— es•-
1 0
,sbu 2
10
Llama x a ese desplazamiento. El nuevo perfil de la pila es ahora
un paralelogramo.
Además de la forma, la cizalladura efectuada ha modificado otras
cosas del perfil inicial. Indica los valores iniciales y finales en ambos
perfiles de:
- la altura
- el área
- el perímetro
Construye una tabla, en cada caso, dando valores a x. Dibuja las
gráficas correspondientes y comenta las tres gráficas.
(Pregunta abierta para prueba individual)
Cada una de las gráficas que siguen representa los cambios que
sufre una magnitud y, cuando varía otra x.
Imagina una historia para cada caso.
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d)	 e)	 f)
Prueba 3
Prueba 4
(Problema para trabajo en grupo)
El volumen de un bote cilíndrico, se puede hallar con la fórmula
V = rc.a.r2
En el dibujo aparece indicado qué representa cada letra.
Podemos aumentar o disminuir su capacidad, modificando bien la
altura a o bien el radio r.
Si partimos de un cilindro con a = 1 dm y r = 1 dm, variando uno u
otro se tienen dos funciones.
a --n V
Y	 r —n V
Estudia estas dos funciones.
Si se quiere duplicar la capacidad del bote, ¿qué tendría que hacer-
se con la altura? ¿Y con el radio?
¿Cuál de las dos soluciones será más económica si tienes en cuenta
el precio de la chapa necesaria para construir el bote?
(Investigación en grupo)
Una posible investigación podría ser buscar e interpretar algún tipo
de relación funcional que aparezca reseñada en la prensa.
El profesor estudiará la conveniencia de recomendar un periódico o
revista determinados.
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Capítulo 10
Generalización
CICLO:
SEGUNDO
TIEMPO
3 SEMANAS
CONEXIONES CON OTROS TEMAS
Y UNIDADES DIDÁCTICAS:
SEMEJANZA
MEDIR CALCULANDO
TEOREMA DE PITA,GORAS
MATERIAL:
CUADRADOS, TRIÁNGULOS
RECTÁNGULOS, TRIÁNGULOS EQUILÁTEROS
FRANELOGRAMA
TRAMAS DE PUNTOS
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CAPÍTULO lo - GENERALIZACIÓN
1. PRESENTACIÓN
No hay que ser muy atrevido para afirmar que no hay matemáticas sin generalización. Aun
en un proyecto limitado a la enseñanza secundaria obligatoria, tal carácter se hace ineludi-
blemente evidente. Pocas páginas del presente proyecto son las que no se ven envueltas en
generalizaciones de uno u otro tipo.
Cabe preguntarse entonces, si tan por todas partes está el proceso de generalizar, ¿por qué
hacer de ello un tema? La respuesta viene incluida en la premisa; si el proceso es tan impor-
tante debería buscarse que los estudiantes tuviesen conciencia de esa importancia; pero, esa
conciencia se adquiere por la práctica y no meramente «de oídas».
Cualquier currículum de matemáticas debe, según esto, ofrecer a los estudiantes numero-
sas, numerosísimas ocasiones para practicar la generalización, para discutir acerca de ella y
para apreciarla como la piedra angular que confiere a las matemáticas su virtud más desea-
da.
Este capítulo no abarcará, sin embargo, toda la amplia gama de estilos y procedimientos
de generalización, sino que se centrará en el entrenamiento metódico en uno solo de ellos,
aquél que procede de regularidades numéricas expresables mediante predicados que se
extienden a subconjuntos -por lo general, infinitos- del conjunto de los números naturales
(u, ocasionalmente, enteros).
En el proceso de generalización numérica, se dejan notar cinco etapas que organizadas de
abajo arriba son:
• observación de regularidades,
• búsqueda consciente de leyes generales,
• explicación de ellas,
• enunciado preciso de los predicados generales sobre subconjuntos de N,
• límites de estos enunciados: campo de validez, posibles extensiones del campo de vali-
dez;
aunque, desde luego, no tienen por qué ejecutarse explícitamente todas, ni una por una,
ni en un orden jerárquico.
=MI «Imaginad -se les pide a estudiantes de 14 años- los impares con-
secutivos. Elevadlos al cuadrado.
Restadlos. ¿Qué sale?»
Respuestas: 16, 32, 8, 24, ...
¿Hay alguna ley general?
Parecen los múltiplos de 8.
¿Por qué?
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(2n + 1)2 = 4n2 + 4n +1	 a
(2n - 1)2 = 4n 2 - 4n + 1
(2n + 1)2 - (2n-1) 2 = 8n
¡. Cuál es entonces la diferencia entre los cuadrados de dos impares consecutivos?
Como 8n = 4 x 2n, la diferencia es cuatro veces el par intermedio.
¿Es válido para toda pareja de impares consecutivos?; por ejemplo,
-7 y -5:
-5 25
-7 49
(-5) 2 - (-7) 2 = -24 = 4 x (-6)
Es natural que un procedimiento tan universal admita en su enseñanza secuenciaciones y
perspectivas muy variadas. Y más variado es aún el campo en el que elegir las situaciones y
los problemas específicos sobre los que proponer a los estudiantes que ejerciten un pensa-
miento generalizador.
En este entrenamiento de pautas premeditadas, proponemos aquí tres perspectivas,
teniendo presente que no hay razón alguna para que sean disj untas o de intersección vacía,
y que en cualquier caso ninguna de las tres opciones cierra el estudio de la generalización,
más bien no hacen sino abrirlo; y abierto debería seguir estando durante toda la enseñanza
secundaria. Esto es, al menos, lo que daremos por supuesto. He aquí los tres puntos de vista.
1. Elegir problemas interesantes por sí mismos, independientemente de que tengan entre
sí otra conexión que la que produce el propio proceso de generalización.
En este caso, los profesores deberían tener la seguridad de que cada uno de los problemas
que propongan suscitan efectivamente el interés de los estudiantes. Ejemplos hay de sobra,
así que cada profesor, en función de sus propios gustos, de las experiencias con otros alum-
nos y de las circunstancias del momento, haría bien en elegir los que más le convengan.
Los siguientes pueden ser indicativos y han mostrado su eficacia:
• Cuál es el valor de la suma de los ángulos interiores de un polí-
gono de 3, 4, 5, ...n lados?
• ¿Cuál es el máximo número de ángulos rectos que se pueden
formar con 2, 3, 4, 5, ...n palillos?
• ¿Cuál es el máximo número de ángulos rectos que puede tener
un polígono?
• ¿Cuál es el número de diagonales de un polígono?
• Salto de la rana.
• Las torres de Hanoi.
• Vigilantes.
• Dominós. ¿Cuáles son los números de fichas de los dominós
posibles?
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(Ver comentarios en el tema La resolución de problemas y la Generalización del volumen
«Estructura y materiales»)
La mayor ventaja de esta perspectiva reside justamente en la extraordinaria libertad de
acción.
2. Elegir problemas que, siendo interesantes por sí mismos, tengan una cualidad proyec-
tiva. Esto es, que se inscriban al mismo tiempo en redes conceptuales que constituyan
otros núcleos temáticos del currículum.
En tal caso, la suma de los ángulos internos de un polígono, las características generales
de los dominós, los números combinatorios, la sucesión de Fibonacci o las torres de Hanoi,
tendrán preferencia frente a «Vigilantes» o «El salto de la rana».
Al tener un grado menos de libertad que en la opción primera, lo que se pierde en atrac-
tivas posibilidades debe ser compensado por el interés interconceptual de los problemas pro-
puestos; o, dicho de otra manera, la interconexión conceptual del currículum es, en este caso,
una característica primordial y puede que imponga mayores exigencias a los estudiantes.
3. Elegir un campo de problemas ligados todos unos con otros, de manera que se inscri-
ban en una situación unitaria y múltiple que favorezca un estudio en profundidad de
un tema autónomo abierto al estudio e investigación de diversas posibilidades.
Las páginas que siguen se dedican a presentar con gran detalle una de esas situaciones
correspondientes al tercer punto de vista y se caracteriza por tener una notable «masa gravi-
tatoria».
2. NÚMEROS Y FIGURAS
I. Introducción
Esta unidad didáctica está destinada a tratar el proceso de generalización.
Nivel 1 4- 1 5 años
El elemento unificador de la unidad son los materiales con los que se propone trabajar.
Figuras de plaquene (plástico semiduro, flexible): cuadrados, triángulos rectángulos,
triángulos equiláteros y círculos, de cuatro colores.
Cada alumno tiene que disponer de un número adecuado de piezas y el profesor tiene que
tener el mismo material, debidamente preparado, para poder reproducir en un franelograma
las figuras que construyan los alumnos. También será útil que se disponga de tramas, de pun-
tos o de rectas, en las que se puedan anotar los resultados.
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El paso del cálculo con expresiones numéricas al cálculo con expresiones algebraicas es
un punto delicado del aprendizaje, que, en algunos casos, determina el momento en el que
muchos alumnos encuentran dificultades que les impiden disfrutar de la necesaria autocon-
fianza para seguir avanzando en el estudio de las matemáticas.
Son varios los temas que permiten un tratamiento de iniciación al álgebra. Las actividades
de esta unidad pueden ayudar a los alumnos a salir airosos de esta difícil situación.
Los conocimientos que se van a tratar son:
• Propiedades de los números.
• Productos notables.
• Sumas notables.
• Teorema de Pitágoras.
• Sucesiones.
• Propiedades de las operaciones.
Las capacidades que se van a desarrollar, además de generalizar, son:
• Utilización de las letras.
• Obtener e interpretar fórmulas.
• Cálculo rápido.
• Transformaciones de expresiones algebraicas.
II. Propuestas de actividades
1 1' Propuesta
Se entregan piezas con forma de cuadrados de cuatro colores a los alumnos. La propuesta
consiste en construir con estas piezas cuatro figuras, cada una de un color y que tengan forma
de cuadrado o de rectángulo, con la condición de que con las cuatro figuras podamos, a su
vez, construir una figura única de cuatro colores que tenga forma de cuadrado o rectángulo.
Después de un período de exploración inicial, seguramente se comprenderá que la pro-
puesta es muy amplia.
• Si construyésemos con las piezas cuatro cuadrados iguales, cada uno de un color, resul-
taría siempre posible construir con los cuatro cuadrados un cuadrado de cuatro colo-
res y de lado doble, o un rectángulo.
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• La forma de la figura resultante no depende solamente
de la forma de las cuatro figuras.
Si dos figuras de las cuatro son dos cuadrados con un
vértice en común, siempre podremos construir un cua-
drado que tenga de lado la suma de los lados de los dos
cuadrados añadiendo dos rectángulos iguales.
Las cuatro figuras tienen un vértice en común.
• ¡Qué condiciones tienen que cumplir los lados de las figuras que construimos para que
podamos construir un cuadrado con las cuatro?
• Si construimos dos cuadrados y los situamos con un lado común, obtenemos un cua-
drado añadiendo dos rectángulos.
La propuesta resulta demasiado amplia y nos interesa hacer restricciones.
Si ponemos la condición de que las cuatro figuras tengan un vértice común. La solución
más interesante puede que sea considerar el problema resuelto. En este caso, si partimos de
un cuadrado o de un rectángulo, podemos descomponer de varias formas los lados de la figu-
ra en una suma de dos sumandos y quedará así la figura descompuesta en cuatro figuras.
a
El estudio de esta proposición nos permite encontrar, en este caso, las condiciones que
han de cumplir los lados de las cuatro figuras iniciales.
Se utilizará esta actividad para que todos los alumnos comprendan una demostración geo-
métrica de la propiedad distributiva del producto de números naturales.
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(a + b) (c + d) - ac + ad + bc +bd
Y ,en particular, el cuadrado de una suma
(a + b) 2 = a2 + 2ab + 132
CIXb
b2
20 Propuesta
Se reparte a los alumnos círculos de colores variados. La propuesta es que construyan
figuras semejantes a las del dibujo, más grandes, y que expresen relaciones que puedan indu-
cirse de estas figuras, contando el número de círculos que las forman.
Se espera que surjan las siguientes observaciones:
• Se trata de una figura simétrica.
• Las líneas tienen un número distinto de círculos. Hay dos líneas que tienen más círcu-
los que todas las demás.
• La figura tiene el perfil de un cuadrado.
• Si contamos, podemos calcular la suma de los naturales consecutivos empezando por
uno. (Si esta observación no surge de una manera espontánea, los profesores deberían
hacerlo notar explícitamente).
En general, si consideramos que el cuadrado tiene de lado n + 1 círculos
1 + 2 + 3 + + n +(n + 1) + n + . + 3 + 2 + 1 = (n + 1)2
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de donde
2(1 + 2 + 3 + + n) + (n + 1) = (n + 1)2
1 + 2 + 3 +	 + n + ((n + 1) 2 - (n + 1))/2
o también
1 + 2+ 3 + + n = (n(n + 1))/2 = (n 2 + n)/2
Si el cuadrado tiene de lado n círculos
1 + 2 + 3 + +(n - 1) = (n 2 - n)/2 de donde
1 + 2 + 3 + + (n - 1) + n = (n2 - n)/2 + n
= (n2 + n)/2
Es esta una ocasión para tratar de transformaciones algebraicas.
3g Propuesta
Se entregan cuadrados del mismo tamaño y de dos colores y se propone que construyan
cuadrados más y más grandes, utilizando estas piezas con la condición de que se siga siem-
pre una cierta regla.
Cuando ya se han familiarizado con el material, surgirán numerosas preguntas. He aquí
algunas:
• ¿Podemos considerar un cuadrado con una sola pieza?
• Se pueden dejar huecos?
• puede decidir entre cuadrados de n - 1, n y n + 1 piezas de lado?
• j_.a regla tiene que ser la misma para todos los cuadrados, o se puede establecer una
regla para los que tengan de lado un número par de piezas y otra para los de un núme-
ro impar?
Y consiguientemente, ensayos encaminados a
• distinguir entre las opciones «uno sí, uno no» y «la mitad»;
• distinguir líneas notables, como son diagonales, filas, columnas;
• distinguir reglas para n par y para n impar;
• trazar distintos tipos de cercos; distintos tipos de escuadras; distintos tipos de escale-
ras.
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Aclaradas estas cuestiones, cuando los alumnos han dialogado acerca de las distintas posi-
bilidades y se han tomado las oportunas decisiones, se concretan las actividades:
ral133111111111111~11 a) Enunciar la regla que se siga en cada caso
b) Expresar, en su caso, para cuadrados de lados
I, 2, 3, ... (n - 1), n, (n + 1)
el número de piezas de cada uno de los colores que hay en cada
figura.
He aquí algunas de las figuras que surgen:
1. Mitades
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3. Uno sí, uno no
4. Cercos
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5. Escaleras
6. Escuadras
De todas estas propuestas, se pueden elegir algunas, según los contenidos que se desee
tratar, y los intereses y capacidades de los alumnos.
Como veremos a continuación son especialmente ricas las siguientes:
Cercos
Enunciar la regla es sencillo salvo el hecho de considerar cercos con o sin una pieza en el
centro.
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Surgirán distintas formas para contar las piezas
• «Un cerco es la diferencia de dos cuadrados»
• «Si un cerco tiene n piezas en cada lado, tendrá 4n - 4 piezas, ya que las esquinas se
habrán contado dos veces»
• «Un cerco es el conjunto de cuatro piezas, dos a dos iguales»
• «La suma de cuatro piezas iguales»
• «La suma de dos piezas iguales»
En el dibujo, el cerco a) tiene 7 piezas por lado. Tendrá
72 	 _ (4 x 7) - 4 = (2 x 7) + (2 x 5) = 6 x 4 = 2 x 12 =
Generalizando:
n2 - (n - 2) 2 = 2n + 2(n - 2) = 4n - 4 = 4(n - 1) = 2 (n +(n - 2)) =
Un cerco con n piezas en cada lado está formado siempre por un número par de piezas.
Consideramos los distintos cercos con o sin pieza central. Sin pieza central, los cercos de
un color serán:
el 1". cerco tendrá 4 piezas, con 2 piezas de lado
el 2° cerco tendrá 20 piezas, con 6 piezas de lado
el n-esimo cerco tendrá (2n + 2) 2 - (2n) 2 = 8n + 4
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Con pieza central, los cercos de un color serán:
el l e'. cerco tendrá 8 piezas, con 3 piezas de lado
el 2° cerco tendrá 24 piezas, con 7 piezas de lado
el n-ésimo cerco tendrá (2n + 1) 2 - (2n - 1) 2 = 8n
Si ha lugar, se propone calcular la suma de las piezas de los dos colores en una figura con
n cercos de colores alternados.
Se trata de sumas del tipo:
Sin pieza central, 4 + 8 + 12 + 16 + 20 + 24 + 28 +
Con pieza central, 8 + 12 + 16 + 20 +
2"
Escaleras
Las figuras en escaleras que podemos formar en los distintos cuadrados nos permiten dis-
tinguir en cada cuadrado dos escaleras ligeramente distintas:
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32
21"
52
7'
6'
52
4'
32
22
12
Una tiene un peldaño más que la otra. En un cuadrado de lado n, tendremos una escale-
ra de 1 + 2 + 3 +	 + n piezas y otra escalera de 1 + 2 + 3 +	 + (n - 1) piezas.
Suponiendo que cada escalera sea de un color, el cálculo del número de piezas de cada color
se puede efectuar de muchos modos:
	
(1 + 2 + 3 + + n) + (1 + 2 + 3 + + (n + 1)) = n' 	 de donde
	
2(1 + 2 + 3 + + (n - 1) + n = n2	 es decir
1 + 2 + 3 +	 + (n-1) = (n2 - n)12	 (5 también
aplicando esta expresión general, cambiando n - 1 por n:
1 + 2 + 3 +	 + n = ((n+1) 2 - (n + 1))/2
Algunos alumnos formarán dos escaleras iguales, cada una de un color, y al encajarlas en
lugar de un cuadrado resultará un rectángulo. En ese caso, el rectángulo tendría n(n + 1) pie-
zas y cada una de las escaleras iguales
1 + 2 + 3 + 4 + + n = n(n + 1)/2 piezas
Tiene interés algebraico resaltar las transformaciones que muestran la equivalencia de las
distintas expresiones obtenidas con los procedimientos anteriores.
((n + 1) 2 - (n + 1))/2 = n 2/2 + n12 = n(n + 1)12
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También pueden construir escaleras con peldaños de distintos colores.
En este caso tendríamos sumas con un número par o impar de peldaños:
1 + 3 + 5 + 7 + ... suma de los impares consecutivos
2 + 4 + 6 + 8 + ... suma de los pares consecutivos
1 + 3 + 5 + 7 + 9 +	 + n = (1 + 3 + 5 + 7 + ...) + (2 + 4 + 6 + 8 + ...)
Si construimos escaleras con peldaños que difieren en más de una pieza, surgen cuestiones inte-
resantes.
En el caso de que todos los peldaños tengan el mismo número de piezas, se pueden enca-
jar dos escaleras iguales de las dos formas que se indican
Si n es el número de piezas del último peldaño y p el número de peldaños, n/p será el
número de piezas del 1 0 peldaño y resulta:
n (p + 1 )	 ó	 (n + n/p) p
2	 2
Si las escaleras anteriores tuviesen una pieza en el 1 0 peldaño, no podríamos encajarlas
utilizando las dos estrategias anteriores.
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En este caso, si n es el número de piezas del último peldaño y p el número de peldaños,
las expresiones anteriores serian correctas, sólo en el caso de n = p.
Otras cuestiones que aparecen:
Suma de los n primeros múltiplos de un número.
Suma de los términos de una sucesión aritmética de diferencia d.
Escuadras
Escuadras sencillas
«Una escuadra tiene un número impar de piezas»
«Si un cuadrado tiene n piezas de lado, la escuadra del borde
tiene 2(n - 1) + 1 = 2n - 1 piezas y el cuadrado que la completa
(n - 1) 2 piezas».
«Si el cuadrado tiene de lado n + 1 piezas, la escuadra tendrá 2n + 1 piezas».
«Un número impar tiene por expresión general 2n - 1 ó 2n + 1, según empecemos a con-
tar en 1 o en O».
«Un número impar es la diferencia de dos cuadrados consecutivos
2n + 1 = (n + 1) 2 - n2
2n - 1 = n2 - (n - 1)2»
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«Un rectángulo de altura 1 y de un número impar de lado,
siempre se puede convertir en una escuadra
7 x 1 = 2 x 3 + 1,
En general m x 1 = 2((m - 1)/2) + 1»
«La suma de impares consecutivos que empiecen por 1, es un cuadrado»
1 = 1
1 + 3 =
1 + 3 + 5 = 32
1 + 3 + 5 + 7 =
1 + 3 + 5 + 7 + . (2n - 1) = n2
• Estudiemos el caso en que una escuadra esté formada por un número impar de piezas,
y que este número, a su vez, sea un cuadrado.
Por ejemplo, 9 = (2 x 4) + 1 = 5 2 - 4 2 , de donde 3 2 = 52 - 42
En general, si
2n + 1 =
Como 2n + 1 = (n + 1) 2 - = a2 , de aquí
(n + 1) 2 = a2 + n'	 es decir que tenemos una terna Pitagórica (n + 1, n, a)
con n = (a2 - 1)/2
Podemos obtener otras ternas Pitagóricas. Por ejemplo, si a = 5, entonces n = (25 - 1)/2 = 12
y n + 1 = 13
13 2 = 5' + 12 2 , de donde
(13, 12, 5) es una terna Pitagórica, en la que hay dos enteros consecutivos.
Empezamos con el cuadrado de cualquier impar (a = 3, 5, 7, 9, 11, ...) y obtenemos los
otros dos elementos de la terna procediendo siempre del mismo modo. Por poner un ejem-
plo más:
sia= 11	 = 121 = 2 x 60 + 1 = 61 2 - 60' con lo que
(61, 60, 11) es una terna Pitagórica.
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Escuadras de anchura a
«Una escuadra de anchura a se puede descomponer en un cuadrado de a' piezas más dos
trozos iguales de a*b piezas, con b = n - a piezas»
	 b a	 b
«Una escuadra de amplitud a se puede convertir en un rectángulo de lados (n + b) y
(n - b), con b=n-ay como se observa en el dibujo (n +b). (n - b) = n 2 _ b2.»
n+b
«Una escuadra de amplitud a es la diferencia de dos cuadrados»
n' - b2
«Calcular el número de piezas de una escuadra de amplitud a nos permite hacer una
demostración geométrica de que
(n + b).(n - b) = n2 -
Esto es suma por diferencia igual a diferencia de cuadrados».
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• Dado un rectángulo de lados M, y N, ¿siempre se puede con-
vertir en una escuadra de amplitud a?
Observemos el dibujo
N	 o	 N
tvn
N	 o	 N
La respuesta es afirmativa, si los lados del rectángulo cumplen unas ciertas condiciones,
es decir
M=n+b=b+a+b=2b+a	 yN=a
y además M y N tienen la misma paridad.
Veamos todos los casos posibles:
n a b M N
par
imp
par
imp
par
imp
par
imp
imp
par
par
imp
par
imp
par
imp
par
imp
en ese caso
n' - b' = (n + b)a = (n + b) . (n - b)
Ternas Pitagóricas
En las ternas pitagóricas consideradas anteriormente, dos de los números de la terna eran
consecutivos.
¿Hay ternas pitagóricas más generales?
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Ilf
Si un cuadrado formado por &piezas, se puede transformar en un rectángulo con dimen-
siones de la misma paridad, entonces
c2
 = (n + b) (n - b) = n' - b2.
y la terna (c, b, n) es una terna Pitagórica.
Veamos como:
Si r es un divisor de c2 y tiene la misma paridad que c 2/r entonces podemos construir un
rectángulo de lados clr y r. Este rectángulo tendrá c 2 piezas y lo podemos convertir en una
escuadra.
144
-44	 20
2b + r = clr de donde	 b = ((c 2/r) - r)/2
y c2 = (r + b) 2 -132.
Así que la terna Pitagórica (c, b, n) es (c, b, r + b); y como
r + b = r + (c 2/r - r)/2 = (c2/r + r)/2, la terna es finalmente
(c, (cIr - r)/2, (clr + r)/2) (P)
Por ejemplo, 12' = 144 Un divisor de 144 es el 4.
144/4 = 36 y 4 tienen la misma paridad.
Entonces los números (114/4 - 4)12 = 16 y
(144/4 + 4)/2 = 20, junto con el 12 forman la terna Pitagórica (12, 16, 20).
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Este ejemplo puede dar la sensación de que no se ha obtenido nada realmente nuevo, por-
que como la terna (3, 4, 5) ya la teníamos de antes, y como la terna
(3k, 4k, 5k)	 eKeN
será igualmente Pitagórica, resulta que (12, 16, 20) lo es. Podemos preguntarnos, pues,
de nuevo, si realmente hemos obtenido en la expresión (p) ternas que no tuviésemos ya.
La respuesta es afirmativa. Y para verlo basta poner otro ejemplo:
Si c 2 = 6.400 y r = 20 (que es un divisor de 6.400), entonces
-= 320	 c 2/r + r = 340	 (c2/r + r)/2 = 170
c= 80	 c2/r - r = 300	 (c2/r - r)/2 = 150
con lo que tenemos la terna (80, 15, 17) que nos da la
(8, 15, 17)
que, obviamente, no contiene dos números consecutivos.
42 Propuesta
Demos a los alumnos triángulos rectángulos. Se les propone formar figura posibles con
o sin huecos con dos, tres, cuatro, ... triángulos.
En esta propuesta, las figuras son escuadras y, si nos interesa, podemos utilizar escuadras
de distintos colores.
He aquí algunas de las observaciones de los alumnos:
• Los triángulos que vamos a construir, ¡tienen que tener la misma forma que el trián-
gulo de la pieza?
• ¡Podemos proponer figuras con distintos tipos de huecos?
• Podemos considerar cuadrados que tengan de lado la hipotenusa del triángulo de la
pieza?
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¿Pueden aparecer triángulos y cuadrados en la misma figura?
• Las figuras que pueden aparecer serán: triángulos, cuadrados, triángulos y cuadrados,
molinetes...
Triángulos
Triángulos de 1, 4, 9, ... n piezas sin huecos.
Si llamamos 1 -a la longitud de uno de los catetos de la escuadra, ,cuántas piezas tiene un
triángulo de 25 unidades en el cateto?
¡Que valores puede tomar n?
Triángulos con huecos
Cuadrados
I
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Triángulos y cuadrados
Un análisis de las figuras permitirá profundizar en la comprensión del Teorema de
Pitágoras.
Molinetes
El trabajo se desarrolla de un modo similar al que se ha mostrado en las propuestas ante-
riores.
5' Propuesta
Se dispone de triángulos equiláteros de varios colores. Se pide que construyan figuras con
o sin huecos.
Esta actividad puede ser una alternativa interesante a la anterior y se desarrolla de forma
similar utilizando una trama de puntos equiforme.
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3. Evaluación	 Pl
La evaluación de este trabajo se irá haciendo día a día, a lo largo de todo el año. Se trata
en gran medida de un tema de iniciación, preparado especialmente para presentar el proce-
so de generalizar, pero, además, es rico para la adquisición de estrategias de resolución y de
técnicas, y estas capacidades se valoran todos los días en el quehacer matemático.
El alcance de su aprovechamiento se pondrá de manifiesto al encarar otras situaciones en
otros contextos: una mejor capacidad de maniobra en el tratamiento de otras sucesiones,
mayor conciencia en el uso de variables, mejor disposición ante los aspectos transformacio-
nales del álgebra, apreciación más sólida de la expresión sintácticamente correcta de enun-
ciados generales.
La unidad tiene trozos sencillos y otros de una complicación excesiva para el alumno
medio. El profesor será el que tome decisiones a la hora de hacer las propuestas.
Durante su desarrollo cabe destacar:
El problema de la falta de reflexión. Una mayoría de alumnos se precipita en sus conclu-
siones queriendo generalizar, dando como válidas expresiones en n sin hacer ninguna com-
probación y enunciando proposiciones con el deseo de que sea el profesor el que decida a
cerca del acierto de los resultados.
Además, un grupo reducido de alumnos tiene problemas de concentración; seducidos por
las formas y los colores, se sienten tentados a continuar un trabajo más geométrico y les
molesta contar o hacer deducciones numéricas.
También aparece un cierto rechazo cuando se pretende que los alumnos calculen median-
te distintos procedimientos la misma suma. Aferrados a las conclusiones rehúsan realizar una
investigación que les parece inútil y muy trabajosa.
En cualquier caso, se puede realizar una evaluación inmediata, si las circunstancias lo
aconsejan. He aquí un modelo
1. Calcular
(7 + a) x (5 + b) =
(a + b) x (8 + c) =
4 x (a + b) =
(x + y) x 7 =
(5 - b) x (5 + b) =
(a + 3) x (a - 3) =
2. Realizar una comprobación gráfica de la expresión:
a(b+c)=axb+axc
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3. Las dos figuras ilustran una demostración gráfica de una igual-
dad. ¿De qué igualdad se trata?
a+b 	 	 a-b —11.-4111— b —0>
ID	 >
IrRIMIIIIM1111~111111	 4. Podemos formar figuras rectangulares con un número par de
círculos. Continúa
2	 2+4
	
2+4+6
	
2+4+6+8
Recordemos la definición de Euclides «Un número es par cuando se
puede dividir en dos mitades». De cada uno de los dos rectángulos
anteriores podemos obtener por descomposición dos triángulos. ¿Qué
resultados obtienes?
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